Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



*\ 



Journal 



iür die 



■ 

reine und angewandte Mathematik 



In 2E>yajiglo8en Heften. 



Herausgegebeu 



TOM 



A. L. G r e M e. 



Mit thätiser Beförderang hoher Königlich -Preufsisch er Behörden 



• I •• 



• • .. 



• • 



• • 



• v 



• "•""" • •« •••• •.••.«, 



•" - -« • 



--' - * 



• ■ ■ 



» » 



■■■ ^ ■■ 



• >■ » 



Fünfter Band, 



In 4 Hefte II. 
Mit 3 Kupferlafeln. 



Berlin, 

b a i C. Reimet. 



18 3 0. 



115977 



• *• * • • • • 

I* •• «• •••• 



; • ■ 



• • • • 
• • • • 



• • •• • 
• •• • ••• 



I • • • 



• • 



• • • 






•"• 



.• • • • • 






•••••■•• 



• •• •••• 



».''.-i i>.f*: 



I 






I , 



•tl 



* 



^ 



V 



\ — it Inhaltsverzeichnifs 

. ridbsMfebften Bandes , nach den Gegenständen. 

^jw^i»*« I. Reine Mathematik. 

^^ ^^'^^**^**^ ** A n a I y 8 i s. Bell Seiw 

i:«. CnwjllliPJtesteiiz der Warzeln einer hohem Gleicbun^ mit Einer Un- 
bdkBflJHfA?^ y&m Hrn. Adam Burg, Trofessor der höhern Mathematik am 

K. K. polytechnischen Institute zu Wien H. 182 

15. DeinoDfttraiiiid d^un thc*or^fne d'nrithmetic|ue proposc' dans les annales de 
< inaihemaliques de Mr. Gergonne, tom. XIX. p. 256. Par Mr. J. ^. 

Grunert, prof. des malh. a lirandebourg 11. 185 

14. Memoire sur 1a convergence de la serie du binome; pour faire süite a 
la demonstration du theoreme du binöme, donnee tome III. de ce Journal, 

cahier 3.; page 305. Pdr Tediteur. II. 187 

5. Keclierciies sur les expressions des puissances des cosinus et sinus en 
Cosinus^ et sinus des eres multiples, et sur les expressions reciproques« 

Par Feditenr • IL 197 

21. Deux theort^jnes sur les nombres • • . : • lU. 296 

l>3. Über Interpolation. Von Herrn Th. Clausen zu München III. 305 

27. De approximata seriei, juxta data functionis derivata dispositae, sum« 
matione. Auct. Dr. C /. D. Hill, Holm • . . . . IV. 319 

28. Mathematische Bruchstücke aus Herrn N. H. Abel 's Briefen. . • IV. 336 

29. Exerdtatio algebraica circa ^scerptionem singularem fractionum, qnae plu- 

res yariabiles inyolvunt. Auct. C. G. J. Jacohi, prof. math,. ord. Begiom. IV* 344 

30. Über die Belationen der Functionen w.elche der Gleichung 

genugthun. Von Herrn L. J. Magnus zu Berlin. • • IV« 365 

32. Über die Summe der Reihen 

^T2*""5''4»'*'' ^ * T 7* r" {31 + Jg^ • * • • 

Von Herrn Th. Clausen zu München. IV. 380 

s4 Tli^oreme snr les nombres. • IV. 386 

..;5. Sur un principe general dans la theorie des series. Par Mr. de Schmidt 

ten^ prof. des math^m. a Copenhagne. IV« 388 

j7> Combinatorisch- analytische Abhandlung, enthaltend den Beweis der rier 
^ummationsformeln Band 3. Heft 2. S. 207. d. Journals. Von Herrn Pr. 
'CüudenrianH zu CleTe. .«;.••• IV. 402 

, 2. G e o m e t r i e. 

1« V\hex ein neues Coordinatensyslem. Vom Herrn Professor Pliicker 2u 

Boian. .«..•• « . • . . l i 

^. liiiioe stereometrische Sätze, mit Bezug auf die Aufgaben Bd. 11. Hft. 3. 

S. . 92. No. 66. Vom Herrn Prof. Dr. Qrunert zu Brandenburg. . . L 37 

5. BaiWcentrische Losung der Aufgabe des Herrn Th. Clausen in des 
IV. Qandes 4. Hefte, Seite 391. u« s. w. Vom Herrn Professor Möbius 

Txx I-vi^.xig L 102 

6. Bewt-is der Lehrsätze Band 2. Heft 3. Nr. 54. S. 287. Von Herrn Pelix 
Eherty zu Berlin L 107 

fO^ Bemerkungen zu den Aufgaben und Lehrsätzen S. 96. 97. 98. im ersten 
Heft zweiten Bandes dieses Journals. Vom Herrn 0. 6. D. Aubert zu 
Christiania in Norwegen. • .«••.. ^ . • II. 163 



• 



IV lahallsverzeichnifs des filnffen Bandeß^ 

AbliMndliing H^l^ Seitr 

II« Quelques observatioiis sor les qaatres droites donn^s dans figpu» et 
€t non comprises deux ft deux dans ud m^me plan. Far Mr. dlWM|y't 
prof. K l'muY. et directeuc de recole polyt. a yarsoTie« . • •*»... II. .174 

18. Anwendung der elliptischen Transcendenten auf die sphWsdieaPoliFgOQe^ 
tveldie zugleich einem kleinen Kreise der Kugel eingeschrieben mA «intm 
andern umgesdirieben sind. Von Hrn. Stud. Richelot zu Konigsb«f fa Jft* lU^ i U) 

10. Über ein neues Princip der Geometrie und den Gebrauch nM^eiweinoi ^"'j;' ' ^ 
Sjrmbole und unbestimmter Coe£Gicien.ten. Yop Hrn. Prof. Piücker MAyBr * t^i V >8 

22* Über die Gurren des kürzestep Perimeters auf krummen FHfMm^jU r^ 
Folge der Aufgabe 6. Band 3. Heft 1. S. 99. , Von Herrn Dr. fefdTW^ -• 
Ä/i^ zu Berlin ,..,,. IIL 2^7 

25. Beweis eines Lehrsalzes vom Fünfecke. In^ Folge der! Aufstellung desi» 

selben S. 396. , 4. Band 4. Heft dieses Joqmals. Von Hm. Q HL 3i:G 

36. Auflösung einiger Aufgaben der anatytbchen Geometrie vermittelst des 
barycentrischen jCalouls. Von dem Herrn Ober -Lehrer f. Minding zu 
Berlii? • , . ^ . . . . IV. 39^ 

3. Mechanik. ' 

4. Becherches sur la figure et le mouTement d^une bulle d'air, dans mi 
liquide de density constante ; question proposee par PAcademie Rojale de 
Bruxelles pour le concours de 1828. rar Mr. TA^remi/i, Capitaine du 

g^nie des Toies de Communications & Ircoutsk en Siberie I» 9; 

0. Memoire sur le mouyement d'un corps rigide, soutenu par un plan fixe« 

Par Mr. A. A. Coiimot^ Dr. es sciences a Paris • flj, 133 

17. Du mouTement d'un corps sur un plan fixe, quand on a ^ard a la r£« 
sislance du frottement| et qu*on ne suppose ou'un seul point de contact« 
Par Mr. A. A. Cournot, Dr. ds sciences & Paris. (Suite du memoire 
Np. 9. cah. preced.) Uh 223 

31. Keclierches sur la figure et le mouyement d'une buUe d'^air dans un liquide 
de deusite constante. Par 3Ir. Theremin, capitaine du g^nie des voies de 
Communications h, Ircoutsk en Siberie. (Suite du memoire IVo. 4« tom* V* 
call. 1.) IV. 374 

33. Über die Bestimmung der Lage der Haupt -Ümdrehungs-Axen eines 

Körpers. Von Herrn Th. Glauben zu München. ••••... IV. i^S3 

II. Angewandte Mathematik. 

3. Allgemeine und Tollstandige Berechnung aller beim Gleichgewichte mit 
Rücksicht auf Zapfenreibung vorkommenden Bestlmniungsstücke« Von 
dem Herrn Dr. G» S, Ohm zu Berliiji. ^ .•....••• • f • 5 ' 
8. Kurze Darstellung der Haupt- Eigenschaften eines Systems von Linsen- 
gläsern. Vom Herrn Ftof. A. F. Mgbius zu Leipzig. . • . . • ll> 11 • 
20. Solution d'une question relative a la throne math^matiqüe de la dialeur, 

Par Mr. LeJeune^Dirichletf profc de math^m • l"- 287 

24. Über Centrifugal- Pendel. Uhren. Von Hrn. 7%. C/ausen zu München. ^- ^^^ 

'Aufgaben und Lehrsätze« 
7« Aufgaben und Lehrsätze, erstere aufisulösen, letztexe zu beweisen; nebst 

anderen einzelnen Bemerkungen «i* 

16. Aufgabe t& ??? 

26. Aufgaben und Lehrsätzsi erstere aufzulösen , letztere zu beweisen. • ^u. ^11/ 

38. Einige Nachrichten von Büchern *^- ^^■* 



«H ata 
^fi<.Miü< iSber ein neues Goordinatensystem. 

I ^ dawk'.i : (Ytm Han IMtaHi rsiiibr m Dun.) 



JaJv l>4«ideni Art tt» Ii«ge «inai FaBilM In Bchiilniiig tat Punote 
«<iip Linien, dio als 4>rLa(« OMh tahant uigaMban «wdoit lu baaliin- 
■Ma> U MfiV I k aia OoordiutuqiUnk Di« Olahliiiiig aiiur Oam, 
bungni auf irgend m CimUaumtjtHa , iit ab dl« algabnlnha At» 
mp aimr, diaNO« ohimMailnraiaaii Etgaaiobafti «»• te liah an« 
Orlgaa EUfanaohaftaa dtMaltMi beriaitan lanaa, auiMkaa. M7a< di« 
LoMul^ait lia«ir Haileitaag MriA) ae ksmint tSuiha nlir rial auf 
Ut VM daajvigaik Kiganctef^ waleh» a« diai^hfa da^Oattnaatamg 
((■Mtt wild, vad nrilUn aif die Wahl d« CoordlnaMsayatHU ao. Oai 
gmniidklis CaoiJlntaiia^alam iat elknbaf da^mige, «abhat ImAllga- 
■uim die giOftta Iiaiohdgkait da laaM. Dar atna pcOt TWI itt 
OeametFiei derTonGrofuD-BaatiiBmangeii luakh&aglg itt (tismttiiB it 
Situation) flielst in diesem STStcme, eben veil er kaiae abstlat« Größtatt' 
Beatimmimg fordert, ohne alle Entwiekelnagen, munittalbar alle dar alga- 
braiaabao Constitution der Gteiobungeii und etiler aU^ameinaa Veritln- 
dting dmelbeit. In diesem groAen Felde der Untavaualinnf fenriUirt daa- 
jenige'^BBliDateQByrtein mit welchem wir uns in dem Folgenden besohSP- 
tigen ira«ep> im Allgemeinen dieaelhen Vortheile, und hat ttbexdias 
noch yaa dain gerröhnlichen Coordinalenfffatam einige besondere Voraflga. 
Hierher -a^ört unter Anderm ancfa, daJh wenn wir die drei Funota^ 
die ich t^öordiaatenpuncte genannt liahe^ auf damVmftiigedapCaiTa 
irgend einer' Ordnung aonehoiea, aus dar allgemelaan Qleifilrang darsal- 
ben ngl'eii^' (irei Constantet tutfallea, wiUtnnid wir auf antaprachanda 
Weis^ in den gewühnliobes Coordiaatencyname, ni» da« oanttaata Glied 
£(Ht5cha^ Vb'nnaa. Hierhin rechne ich ferner, dalt für d2« Carvan 
aller Ordnungen alch Gleiohungan ergaben, die in Beaiahung auf drei 
veränderlichen (p, f, r«) hooiDgen lindi wonach diegaometriachelntar- 
plKtatlon des Theerema über die homiogflnaii Punctlooeo unmittel*' 

CnLWt lamui. i. H. V. BS. t. Kit. 1 
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% it Ptutter, iibtr rti Jteuea Coordhtattruystem. 

>.ir. 

W die Gleidiinig der Tangente ndd onalirender Corren Qr jeden gege- 
IWDes Pooct der Cnrre liefert , u. a. w. 

Die ellgemeine analytische Hethodev nad die Methode die Herr 
ftonoelat in seinem „TVait^ dts propriiUs projeetives" entwickelt hatfV 
bemhen anf der einen Seite anf gana weieollich rersobiedeneii Ideen, J 
und stimmen doch, anf der andern Seite, so sehr in dea Raniltaten V 
überein, daA man, flreilioh sonderhar genng, die er«te Methode ab eine 
Periphrase, ab ein Plagiat der aweiten hie und da betrachtet rn ha- -■ 
hm 8cbeint$ statt daft man sich rohig die Frage- baantworten sollte: ob 
o^ht ein nothwendigor Omnd dieser ÜbereinstimBuBg Torbanden und 
wedirtelhe an eudben sei. Aach ich bin Ton dieser t)ker«inslimmiiag 
iiH&Fmabüberrascht worden: dnige Beispiele hierr^ l^et aooh da« 
Xlblgeiide dar. So soheiM «s mfr s. B. bemwk«i|s^'*rthr ^'^^ 'vnr in dem 
ncnen Coordinatansystem ebenfalls anf jenen Sata hingeleitet werden, 
der ia der f »nceletsohen Methode eine groAe Rolle «pidt, »^dalii nem- 
1|oh ftUe ftehcte einer Ebene, die tmendliah mit wdant sind, In gera* 
^ Linie Jiegen»* und wir überdies diese vnendlieh weit entfernte gerade 
tiinia dudi cöoe Gldehniig nrifwhen. endliohen Orifftea dArstellen fcjin- 
nen. JRbsD »stoben wir in diesem System anf deA «ndem Poaoelet^ 
sehen Satn» f^dalb awei conoentritehe Kreise in nnendlicher EntfemnDg 
einen imaginären doppelten Gontaet haben." 

Ich habe bei den folgenden Kittwiokelnngen nur die Absicht g^ 
habt, an Beispielen sn adgeii, daft die "^°^ Methode, einerseits, aum Be- 
weise vorgelegter einielaer Satae nnd zur Darstellong allgemeiner Theo- 
rieen sich sehr gesohmeidig aeig^ nnddabsio, andrerseitB, ResBlIate fin- 
den lahrt, wenn man ne ana allgemeinen analytischen Gei 
betrafihtcL Jieia Huipt-AiigeiUii0Efc war nur auf die Md 
kaiacswegi darauf geriiditel^ neue Sitee sa geben. Der am \ 
Aufsataes au%eataUle Satt^ den ich Mher für den einiaohsl^^yii da& 
nur awei Ponoto gegeben sindf bemerkte, ergab sich in detB^ffl^n Co- 
ordinatanqrrtema umnittenur. für drd gegebene Functe, w«3eh es na- 
türlich war, seine ganie ADgemehiheit zu Termuthenf unlfkr Beweis 
des allgemainen Sataes adwiiit aioh la dem neuen Systeme vsTinigteicb- 
bar viel leichter an ergebin, ala ia dem gew&hnlichenF 

Uit Riickaicbt auf das naoe Coordinaterisystem habe ich d^e 
analytische ^eorie der Raciprodtat {tMorie de« pehirm r4eipro^t$) 



uii4 derea ao su Mgen «nb^grensto Erweiterung « mehr spged^tet ab 
«ttsgefahrt 

Der grSfiite Vortheilf der aioh aue dem iieoea.Coordinateiia7Steme, 
beeooders wenn wvp demeelbeii die gegea JBade diesM AnÜMitme ange- 
aeigte AUgemeinheit gebeiit neben la&t^ betrifft ^n» mur jeheint die 
mathematiachen Entwickdiunggen der Meobanilu Deob hieranf kennte 
iolt natarlioli liier gar keine R&okaioht nahmen. 

Anfange war es meine Aheioht, mich auch anf die Conititiotien 
des Baumes ansiudebnenp Bier sind die analytf sehen ErSrtamngen denk 
nächstfbigendan gana analeg^ wenn wir statt des CoordinateapDrai» 
ecke ein Coordinaten^Tetraoder nehmen« Doch hat dieser Auf-» 
sata ohnedies schon euan so grofsen umfang gewonnen i da6 ich hier- 
auf Yenuchtett flAufs. 



1. Es seien (TaL I. Fig. 1.) 00\ 00'' und 0^0*' drei gerade Idnien^ 
die irgend ein beliebiges Di^ieck bilden» und p^ y und r die Abstände irgend 
eines beliebigen Punctes M von diesen drei geraden Linien« Wenn wir 
alsdann unsere Construction atf irgud ein gäwShnliehei Syetem gerad* 
liniger Coordinaten T^iX beaiehen^ eo sind, bekanntlich die obigen Ab- 
^^^^ P$ 9 und r durch Ausdrücke gegeben^ die in Beziehung auf die 
Coordinaten ^^b Punctes M linear sind. Auch die Voraeichen Ton p^ y 
und r sind alsdann für eine bestimmte Lage des Punctes Jlftolkommen 
bestimmt^ und diese Zeichen andern sich^ wenn der Pdnct M ?on einer 
Seite der heaügfichen Linien 00*^ OO" und O'O'' auf die andere Seite 
hiniiberrCiekt. Wir nehmen (FergL meine analyt» geonu Entwick- 
lungen Na 310 für einen innerhalb des spitäwiiOdigen Dreiecks OO'O'' 
liegeodeit Punot M. 

p poffliT, ^ negaCiTy r n^gstiv^ 
ITach diesen Bemerkungen stMlt Jede Gleichung swisohen pr 9 v»d r^ 
die in Begebung «of diesd GrtfAen Von irgend einem^ten Grida ist^ eine 
Linie Äw mien Olrdnung dar, d*ren auf ein gewöhnliches Oeordinafeii^ 
System belogene Olelohung wir leicht erhalten können. Wir werden 
uns in dem Folgenden nur auf solche Gleichungen htechränken» die in 
Beaiehung mt p^ ^r und »• homogen stnd^ also auf Gleichungen Ton ftiU 
gender Form. 
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% Weno wir: 






jetm% CO mwandeft doh die vmnstelieiid» Oldchim^ (fO ifi Mgoiides 

miUiiii in eiM volbtandige Gleichung des mtän GKdM swimImi ^ und ^« 
Fiir irgend einen beliebig aQ^enommenen IVinct M efhilien wir fihr ^ 
and ^ be^mmte und einzige Werth^ Ancb des 2ei<Aen die«er GrSi' 
fiien ist abdann ein bestipcinites; fjiv dto Pnnct M %. Kf der innerhalb 
des epitswinkligen Breiecks 00" 0^^ Hegty sind ^ nnd ^^ beide negatlr. 

Da die Gleiohnng (2.) eine ToUstandii^ des mten Grades ist, |ind 
abo eben so viele von einander nnabhangige Constanten enth^plt, als die 
allgemeine Gleichung desMiben Grades awisohen gewöhnlichen Goordina* 
teo, so kann diese Gleichung, indem wir ip und ^ als verlnderlidie 
Gröfiien und die Coefficienten J, Bf C n. b, w. als beliebig zu bestimm 
mende Conetanten betrachtieo, alle möglichen/Linien der iTiten Ord- 
nung darstellen* 

3. Statt (p und ^ können wir auah: 

als die beiden veränderiichen Gröften betrachten. Alsdann erhalten wir 
eine Gleichungt die eben so allgemein ist ale die Gleichung {%) und 
ebenfalls aUe ngriji^lioben Linien mter Ordnung darsteflen kann« Bhst 
Gleichung in i^ und v steigt im AUgemainen mn ftmten Grtdaj kann 
aber in bestimmten Fallen, wie wir sfSt^it sehen werdeot,. auch unter 4«a 
mten Grad hinab^nken* 

4. Wir können also (ß und ^i oder auch fiund r, ab Coordindr 
ten ansehen, und dei^saaoh wollen wir 0, 0^ und (y[ den ersten, iwei* 
ten und dritten Ceordinateopunot, 00\ 00'' ond O'C' dln erste» 
»weite und dritte Coordiaatenlinie, und endlicb die Winkel C00% 
OPV und 00^0' oder «^ a' und »■ den entw, «weitm und dntttn 
Coopdinatenwinkel neiknen« In den» Folgenden werden wir dieeelbo 
Baaseitehaung toibehalten* 

Niohia verhindert una^ awei der drai Coordinatanlinien parallel 
onaunehmen« Abdann liegt ein Gnttdinatenpunct unendlioli weil, und 
ein Cöordinatenwinkel ist NuU. 



1. J*ti01ri»fi ihr ilti nim Omritmmiiijmm, 



S. DerWflttb vioc; 0«d«t fiM diMMlIw tiir«UeKiuiCitd eünoriuiA 
dertelbMi ditrab O^^hflosdca f«nileii Lu^.iiiilfibw s> ist 4» ii||&:y/0tik- 
itaat lär die Fmifito da« te«]i O' gsiieiidea fteaden Linie. IBs sind 

^•«»^ JP«BBOonrt., f»»<»Mt, 

GleiclHingeik einer dudb 0, vad. 

^ ca oentH») yes^enftj 
GieidnuigeB einer ibireh 0' mdunden ;e«e4eife Linie« Wälirend wir 
ftUo in dem g »wi^bnliokenCoordiontensyeteme geometrische 
Orter darcb denDurolieobnitt sweier, den Coorditiaten.» Ax€|o 
parallelen geredea Linien oonstmiren« oonitruiren wir in 
dem neuen Coordinatenjyateme |^eem*trisobe Orter darch 
den Dnrobfohnitt awexer, dnrcb äwefi feite Puncte O undO' 
gebendea geraden Linien* 

Die GJeioluing einer geraden Link iribbe dofob den dritten Ce- 
ordinatMi|nupt gebi^ bat tol(^tmS6 Farm; 



r. 



Jm» tfäi AAlfeA^v J^ CBS OQfiSlt* 



6t frgeod awei gerade Linien, die dnrcb fblgltfDde beiden Glei- 

eder anob laisb folgende: 

indiwi vir Airob e nnd c* cenitante GrSüwn beaeiebneny dargMteOi wer- 
den, bflden mit den bdden CoordiaatenBaiea Oty ^00** eia System 
von addMa "tier gBraden Linien^ die man «»Hariiienioalen* neint; 

7. Ton mloben.swei. geraden Liden, die durob folgende beiden 
Gleicbnngen: ^ ^ ^^ ^(^ |.) „ ^/ 

in weloben wir dnrcb e dieselbe beliebige Constante beadobnen, darge^ 
steUt werden^ bildet die eine mit 00' denselben Winkd als die andere 
mit 00"i YOn swden geraden Linien 

bildet eine densdben Winkel mit O'O, ds die andere mit O'O**, nnd 
endliob von den beiden geraden Linien 

bildet eine mit 0**0 denselben Winkel, als die andere mit 0"0'. 



6 1' Flu eher f über ein Tieuu Coariinateniystem, 

& Die Gleichung einer geraden Liniei die durch O*^ und den 
Durchsehnitt der beiden Linien« 

geht^ ist folgende: 

JL — ± 

Eben ao ist die Gleichung einer geraden Linie ^ die durch 0^' und den 
Dorcbsohnilt der beideii Linien 

geht» folgende: 

Ijfach der Torigen Nummer liegt hierin der Beweis ron folgen- 
dem bekannten Satrn: 

Wenn man Ton irgend einem Puncto M in der Ebene 
eines Dreiecks, nach den Winkelpnncten desselben O^ (y 
und O" drei gerade Linien sieht, die mit den Seiten 00^\ 
O'O und 0''0' Winkel bilden, welche gleich ß, ß' und ß'' sind, 
so gehen diejenigen drei geraden Linien, welche durch die- 
selben Winkelpuncte geheui und dieselben Winkel, ß, ß^ und 
ß'' mit den Seiten Q(y^ O'O'^und &^0 machen, durch ein- und 
denselben Punct N. 

Dieser Sats schlieDit als beeondem Fall den Sats ein, dals dieje- 
nigen drei geraden Linien, welche die Winkel eines Dreiecks halbiren, 
sich. in demselben Puncto schneiden. In diesem Falle fallen die beiden 
Puncto JUl und N xusammen und sind der Mittelpunct eines, die drei 
Seiten des Dreiecks berührenden Kreises. Im Allgemeinen sind M und 
N die beiden Brennpnncte einer in das Dreieck beschriebenen Linie swei^ 
ter Ordnung- 

9. Die allgemeine Gleichung der geraden Linie ist 
folgende : 

mit der die nachstehenden beiden Gleichungen identisch sind: 

1 + «^ + *^ = 0, 

Für diejenigen beiden Puncto Q und JR (Fig. 2.), in welchen diese gerade 
Linie die Coordinatenlinien 00*' und O-O*^ schneidet^ erhalten wir folgende: 
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Qiid mitbin ergiebt sich jßir 3, den Durchschnitt T09 OR und O^i^: 

wodnroti die beiden Coiistanteh der obigen Gleichung bestiflEimt sind. 
10» Wenn swei lineare Gleichungen von folgender Form 

wobei m, m% n und n^ vier willkurliöhe Coeffidenten heseichneni ge- 
geben sind^ so erhalten wir durch eine einfache Verbindung dieser bei- 
den Gleichungen folgende dritte: 

Wirenehen hiervus dab wenn wir m imd n ak «ibeitinmite CoSfll- 
cienten betrachten^ alle eincelnen durch 

mp + n(af+'br) aa 
dargestellten gi^raden Limen sich in einemr festen Punete Ton OO^ schnei- 
den, auf ähnliehe Weise schneiden noh alle durch die beiden Gleichungen 

m4f'ii»h(p'^bf^^siO und 
mr-f-ii(/^+cy) = 
dargestellten geraden Linien in swei festen Puncten von 00^^ und C>'0'^ 



11. Für swei parallele gerade Linien OT und O'T"^ die durch 
O und O^ gehen und mit 0(y irgend einen Winkel m bilden t erhalten 
wir soglttoh folgende beide Gleichungen: 

/i5in(ft— M)-f-f6inai = 0^ 
pm(iB^' — «)— rÄikm = 0. 
Bieee beiden Gleichungen geben: 

psiAO ' 

r— pcoscr' 

cot» SSI \ . ' 

puaer 

Setsen wir diese beiden Werthe für cots) |^ch^ entwickeln und be- 
Hfckeiehiigen daft 

so kftmmt: 

9. ji^sina''— ysin«' — r»inii = «^ 
4 ^siaa' + V^sia« SS ainV« 



Wir wären gerade zu derselbea Gleiohiing gekommeiiy wMin wir statt 
OT und (yv swei andere durch O und O' gebende Parallelen genom« 
men hitten^ die mit 0(y, etatt o», irgend einen andern Winkd bflden. Bs 
stellen abe die beiden letoten Gleiohnngen nur eeloheftonote daiv die un- 
endlicb weit entfiemt sind« Die lineare F^rm dieser Gtetdiung zeigte daf s 
alle unendlich weit entfernten Functe einer nnd deraelben 
£bene als in gerader Linie liegend zn betrachten sind *)• 
12. Nach der letaten Nommer ist cffenbar» dafii wir dordi Ver* 
bindong der Gleichnngen ii^ud zweier parallelen geraden Linien zu 
den (^eidrangen (3.) nnd (4) hemmen kffnnen» Wenn also 

Jp B^Bf + Cr 
die Gleichnng irgend einer gegehflnen geraden Linie ist^ so stelle indem 
wir durch m irgend einen ni^bestimmten Ceeffioientoii bezeii^hn^o» jfolgeade 
Gleichung : 

alle mb'gliehen geraden Linien dar» die der gegebenen parallel sind* 

Für die allgemeinen Gleichungen aller^ den drei Qoordinafeulim'en 
O0\ 00" und O'O" parallelen graden Iiinien» erhalten wir biemachy in^ 
dem m immcir noch einen unbestimmten Coefficienlen bezeichnet: 

mp. SB y sina^ + rsin^s^ 

iwf SÄ />sin«^'— rsin«, 

mr sBs /isina^^— fSinct^ 



2iur Theorie der Linien f weiter Ordnung. 
13. Die allgemeine Gleichung der Linien dieser Ordnung sei 



folgende 



i 



1, ^p* + 2fi>74-ftC^r + Z)^*-f-a2frr-f.Fr*8s 0, 



*) JU»Mmk S«lt Mtfll Heer Poneelet in itlnem TMU iß$ pwf^Utii proj9eH99$ iva der 
Tbeorit S«r P^ofccUon her. 

^Töus Ui points ttimfii ä l^infini nur un pUm p^mma iire consMres id^aUmmtt üpmm0 diitrU 
hmif im ttM Wl^ AeHi Svlfitf^ Mhlt^ ttli mim» Jt Mf^f »r c» ptänj (Hb. 107.) 

Mir ichcim et sehr bencrkemwertb, dafs dieser Sets sich in imserm oenieii CoordiiitlliiiyilHne' 
dired ergiebt und vir tugleidi durcb eideGleiebiui^ twischeo ^vei ▼«riiidcrlidie& Grdfsen and be- 
^mmten Constaotcn jene (idetle) gendeLfliie» die alle onendlich weil entfernteii,Pancis der £benc 
eolhil^ darstellen können. Hr. Po nee! et siolil Aus jenen SatBewicht^Fol^erongen: wtrkomnieQ 
onmittellisr m denselben föl^etnngta^ auf einem Wege der s^C^ jtAtXk Einwurf fiebert ist» in- 
dem wir auf die lineare Ponu der letalen Gleichang^ des Textes BScbsicbt nebmen« Wir werden 
Docb in Laufe dieses Anfsetaes bhmiif «urOAliikDaaK»! Veriublkiing finden. 






.y 
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mit der, nach unserer Bezeichnung, folgende identisch sind: 

2. A + 2B(p +2Cyj +Dq?-^2E(pxiJ + Fxp' = 0, 

3. Afi^v' + 2Buv'^2Cfi^v + Dv' ^2E fjtv '\- F ^l^ = 0. 

Wenn wir die Voraussetzung machen, dafs die Curve durch den 
Punct gehe, so mufs die Gleichung (1.) befriedigt werden, wenn man 
zugleich /? = und ^ = setzte woraus ersichtlich ist, dafs alsdann 
F=0. Auf ähnliche Weise ergiebt sich, dafs Z) = wenn die Curve 
durch den Punct 0', und dafs ^ = 0, wenn sie durch den Punct A* 
geht. In dem Falle also, dafs die Curve durch alle drei Puncto 0, 0' und 
0" zugleich geht, erhalten wir statt (1.)? (^J ^nd (3.) nun folgende 
Gleichungen : 

4. Bpq + Cpr+Eqr = 0, 

5. B(p +Ctp +E(pyj = 0, 

6. Br +Cu +E = 0. 

Die letzte dieser drei Gleichungen ist dadurch, dafs wir alle Glieder durch 
/Ltv dividirt haben, linear geworden. Wir können also jede Linie zweiter 
Ordnung durch eine Gleichung vom ersten Grade ausdrücken, wenn wir die 
drei Coordinatenpuncte auf dem Umfange derselben annehmen. Hiernach er- 
giebt sich auf die leichteste Weise die Discussion der Eigenschaften solcher 
Linien zweiter Ordnung, die durch dieselben drei Puncte gehen. Zwei sol- 
cher Linien können sich, was die lineare Form ihrer Gleichungen zeigt, nur 
noch in einem einzigen Puncte schneiden. - 

Da die Gleichung (6.) dieselbe Form hat, als die Gleichung der ge- 
raden Linie in dem gewöhnlichen Coordinatensysteme, so ist oiFenbar, dafs 
jedem Salze über die Durchschnitte von geraden Linien ein Satz über die 
vierten Durchschnitte von Linien zweiter Ordnung, die sich in denselben drei 
Puncten schneiden, entspricht, und aus jeder analytischen Beweisführung eines 
jener Sätze ergiebt sich unmiltelbar der Beweis des analogen Satzes, wenn 
wir den Constanten in der linearen Gleichung diejenige Bedeutung geben, 
welche sie in der Gleichung (6.) haben. 

14. Indem wir. 

A + 2B(p+2Cip + D(p'' + 2E(pyf + Fyj'' = 
für die allgemeine Gleichung der Linien zweiter Ordnung nehmen und die- 
selbe differentiiren, kommt: 

7. {B+D(p + Erp)d(p + {C+E(p + F(p)dyf = 0. 
Setzen wir nach einander d(p = und (/i// = 0, so giebt diese Gleichung: 

Grelle's Journal d. M. Y. Bd. 1. Hft 2 
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8. C-]-E<p+Fif> = 0, 

9. B+D<p+Ef = 0. 

Die Gleichung d^ = d— = giebt aber 

p __dp ^ p-^-dp 
q ^ dq '^ q-\-dq ' 

und eben so giebt die Gleichung dxp^d — =0: 

P __dp ^ p + dp 
r dr r-\-dr 

Die vorletzte Gleichung zeigt, dafs wenn wir von einem Puncte der Curve, 
der zugleich auf der geraden Linie (8.) liegt, zu einem consecutiven Puncte 
der Curve fortgehen, die beiden Puncto mit dem Puncte in gerader Linie 
liegen, oder mit andern Worten, dafs die Tangenten in den Durchschnitten 
der geraden Linie (8.) mit der Curve, durch den Punct gehen, und also 
diese gerade Linie die Polare des Punctes ist. Eben so ist (9.) die Po- 
lare des Punctes 0', und fflr die Gleichung der Polaren des Punctes 0" er- 
halten wir, ohne weitere Rechnung, folgende: 

10. A+B(p+C\p = 0. 

Wir erhalten die Gleichungen (8.), (9.) und (10.) sogleich aus der Gleichung: 

Ap^ + 2Bpq + 2Cpr + Dq^ + 2Eqr+Fr' = 0; 
denn bezeichnen wir den ersten Theil dieser Gleichung der Kürze halber 
durch ti, so sind jene drei Gleichungen keine andern als: 

du ^ du ^ du ^ 

dr ' dq ' dp 

Indem wir die Durchschnitte der durch die Gleichungen (8.), (9*) und 
(10.) dargestellten geraden Linien mit den Coordinalenlinien betrachten, er- 
giebt sich eine einfache Bestimmung der Constanten in der allge- 
meinen Gleichung. 

15. Den Gleichungen (4.) und (6.) der 13ten Nummer können wir 
folgende Form geben: 

apq+ßpr = oLßqr, 
ar + ßfi. = aß, 
und wir erhalten alsdann, indem wir differentiiren , för die Polaren der Co- 
ordinaten-Puncte 0, 0' und 0", oder, was in diesem Falle dasselbe heifst, 
für die Tangenten in diesen drei Puncten, folgende Gleichungen: 

^ = a, r=^ß, ^ = -— ^ 
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80 dafs also (Fig. 3.) für den Punct P": .a = a, ^ = /?; 

- - - F: ^ = a, v^-ßi 

Hieraas ist zugleich ersichtlich, dars die drei geraden Linien OP, O'P 
nnd O'T'' durch folgende drei Gleichungen dargestellt werden: 

o 1^ ^ 

und also, wie bekannt, durch ein und denselben Punct Q gehen, dessen 
Goordinaten ^ = — a und v = —ß sind. 

16. Um bei der Annahme eines beliebigen Cooirdinatendreiecks die 
Gleichungen derjenigen drei geraden Linien 0*'(o'\ O'co' und Ow zu erhalten, 
welche die Puncto 0'\ 0' und mit den Polen co", o)' und m der gegen- 
überstehenden Coordinatenlinien 00'^ 00*' und O'O*' verbinden, brauchen wir 
nur erstens die Gleichung (8.) mit B und (9.) mit C, zweitens (8.) mit 
B und (10.) mit E, drittens (9.) mit C und (10.) mit E zu multipliciren 
und dann abzuziehen. Auf diese Weise kommt: 

(BE-CD)(p+{BF+CE)rfj = 0, 

{BC-EA) +{BF-CE)yj =^ 0, 

{BC-EA) -(BE-CD)(p = 0. 

Wenn wir irgend zwei diesfer drei Gleichungen von einander abziehen, so 

erhalten wir die dritte. Also: 

Wenn in der Ebene irgend einer Linie zweiter Ord- 
nung zwei Dreiecke sich befinden, von denen die Winkel- 
puncte des einen die Pole der Seiten des andern sind, so ge- 
hen diejenigen drei geraden Linien, welche die gegenäber- 
stehenden Winkelpuncte der beiden Dreiecke verbinden, 
durch ein- und denselben Punct, und also schneiden sich auch 
(nach dem Princip der ReciprocitSt) die gegenüberliegenden Seiten 
der beiden Dreiecke in solchen drei Puncten, die in einer 
geraden Linie liegen, der Polaren jenes Durchschnitts- 
punctes. 

Diese beiden Sätze können wir noch auf folgende Weise vervoll- 
ständigen : 

Diejenigen sechs übrigen geraden Linien, welche die 
drei Winkelpuncte des einen Dreiecks mit den drei WinkeN 
puncten des andern Dreiecks verbinden, berühren eine und 

2* 
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ilioHolbo Liiiio xwoilor Ordnung, und die sechs übrigen 
DurvliHohnillo der drei Seiten des einen und der drei Seiten 
doH lindern Dreiecks liegen auf einer und derselben Linie 
xweller Ordnung^). Diese beiden Linien zweiter Ordnung 
ülnd courhen potnires rficiproques in Beziehung auf die ge- 
g e b e u tv 

17. Tangenten «Theorie. Wir wollen wiederum folgende Glei- 
chung : 

XU (irunde legen. Ist alsdann durch irgend einen Punct (</'',* ip') eine Tan- 
iicnle an die l'Urve gelegt , und bezeichnen wir den Berührungspunct durch 
vV'"% v' ^ ^^^ '^^ ^'^^ (ileichung der Tangente: 

^' V' -- v'-J" (^~^ • 
Diese üleichung niufs befriedigt werden wenn wir f&r die veränder- 
lichen (iröfsen t" und </* die roordinaten des auf der Curve genommenen* 
conscculiven Tuuctes y^c*" f c/e"* v*"-r rfy"? nehmen. Auf diese Weise 
kouunt : 

du* - ^ „- dif • 
WcHU wir die DiflferentiaU Ausdrücke vermittelst folgeoder GleicfaoDg \7.^: 

lWi>vhaffeii uud «ugleich auf folgende Gleichung: 

Rücksicht nehmen« so erhalten wir endlich foleende. in Beiiehmur auf >r\ 
\f' und u'\ *f symmetrische Oleichun^: 

welche« wenn wir ^' und w' als vertederUch betrachten« die Tangente im 
INiücte u'\ *(.•' dar^cMt« und wenn wir w" und <f " als veracderiich be- 
trechicu^ die f^Ware des hwctes ^u'\ if' \ 

*> Hau b«r ucuilica f^I^oii^ beiden Sdtse. vua denen einer aus dem udenL nach 

dcui 1\».'A'IJ.V der l\v.vit»fVCtäL: fcl^t: 

Wctttt vvai dea u<ua Dttrcbschaitrea iireier Sv^cene v.ji irei 
a^s'^.iac'Jt L.iui^u drei :a d:er;ikieu Liäien lie^ea. *o lie^ea die iiiri^ea 
sccii* AU," dcui l -uida^e bitter uad derselben Liiie iveiier O.'daia^ 

^Vca:u tti;iUL Ä*s"i >>s:eMe yju, drei Fxacrezi darea nen ^eraie Li- 
u'cit ^cr> ttie:. uüi vireidieser L:a:ea iirei denselben Puav:: ^:!iea. >j 
fec- iireu a:e ibri^ea sechs e.a aad dieselbe Linie Äweirer Oriaaa^. 
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Die Form der letzten Gleichung stimmt ganz mit der Form der ent- 
sprechenden Gleichung in dem gewöhnlichen Coordinatensysteme überein. 
Diefs ergiebt sich leicht a priori. In dem Verlaufe dieses Aufsatzes werden 
wir noch eine elegantere Tangenten -Theorie entwickeln. 

18. Wenn der Punct («//', (p') auf O'O" liegt, so ist V^'=0, und je 
weiter er sich auf dieser Linie entfernt, desto mehr nähert sich (p' dem 

sin o" 
Werthe — ; — j. Hiernach erhalten wir aus (11): 
sina' ^ ^ 

12. (Csina' + JSsinOV^+(^sina' + Z)sina'0<P + (^slna'+Äsina") = 0, 

für die Gleichung desjenigen Durchmessers, der alle mit O'O'' parallele Chor- 
den halbirt. Eben so erhalten wir 

13. (Csina + Fsina")V^ + (Äsina + ^sina")y+(^sina+X?sina") = 

14. (JBsina--Fsina')i//4-(Z)sina — £ sina') y + (Ä sina — Csina') = 

für die Gleichungen derjenigen beiden Durchmesser, die alle mit 00*' und 
00' parallele Chorden halbiren. 

Aus der Zusammenstellung irgend zweier der letzten drei Gleichungen 
erhalten wir die Coordinaten des Mittelpunctes der Curve. Wenn dieser 
Punct mit dem Punct 0" zusammenfallen soll, so erhalten wir folgende Be- 
dingungs-Gleichungen : 

C ^ _B^ ^ A^ 

sina sina' sina'' 

Auf ähnliche Weise ergiebt sich, wenn 0' und der Mittelpunct der Curve 
sein sollen: 

sina ~ sina' "" sina"' 

E _D^ _ B 

sina ~~ sina' ~~ sina" 

Nach der 12ten Nummer ist es leicht, auszudrücken, dafs 2wei der 

drei Coordinatenlinien zweien zugeordneten Durchmessern parallel sind. So 

erhalten wir z. B. für den Fall, dafs 0"0 und O'V zweien zugeordneten 

Durchmessern parallel sind, folgende Bedingungs-Gleichung: 

i^sina + Csina" _ sina" 
^siua-f-Esina" "" sina' 

und wenn wir entwickeln, 

^ sin a sin a' + Ä sina sin a"+Csina' sin a" + £sin^a" = 0. 
Nach der eben angezogenen 12ten Nummer können wir auch aus- 
drücken, dafs irgend zwei der drei Durchmesser (12.) (13.) (14.) parallel 
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sind, und also su der Bedingungs* Gleichung kommen, die Stall finden mufs 
wenn die allgemeine Gleichung eine Parabel darstellen soll. 

19. Sei wiederum: 

15. Ap^ + 2Bpq+2Cpr+Dq^ + 2Eqr + Fr' = 

die allgemeine Gleichung der Linien zweiter Ordnung. Soll die Curve die 
Coordinalenlinie 00' berubren, so mufs diese Gleichung, wenn wir p = o 

setzen, für — zwei gleiche Werlhe geben. Diefs führt zu folgender Bedin- 
gungs-Gleichung : 

E" = DF. 
Auf ähnliche Weise erhalten wir, wenn die Coordinatenlinien 00" und 00' 
berührt werden sollen, folgende Bedingungs-Gleichungen: 

C^AF, Ef^ AD. 
Wenn alle drei Coordinatenlinien von der Curve berührt werden, und 
wir A = i setzen, wodurch der Allgemeinheit kein Abbruch geschieht, so 
können wir der Gleichung (15.), indem wir zugleich durch p^ dividiren, fol- 
gende Form geben : 

16. l + 2Ä9)+2Cv/+Ä>'-2ÄCv/y + C'v' = 0. 

Diese Gleichung ist in Beziehung auf B^ C und 9), ip symmetrisch. Wir 
müssen das vorletzte Glied derselben mit dem Zeichen — nehmen, weil wir, 
wenn wir das entgegengesetzte Zeichen nehmen, der Gleichung folgende 
Form geben können: 

{A+B(p+Cy^y = 0. 

Alsdann erhalten wir also statt der Curve (16.) ein System zweier 
zusammenfallender gerader Linien, was ganz der Anlage der letzten Ent- 
wickelungen gemäfs ist. 

Wenn wir nach einander in der Gleichung der Curve f = o^ q = o 

und r = o setzen, so kommt: 

yß . B 1 1 

_ = _, V'^-^, y = -^ 

für die Gleichungen derjenigen drei geraden Linien, welche die drei Coordi- 
natenpuncle 0'\ 0' und mit den Berührungen auf den gegenüberstehenden 
Seiten verbinden. Hiemach erhalten wir eine einfache Constanten-Beslimmung 
der Gleichung (16.). 

20. Wenn die durch die Gleichung: 

A + 2Bg>+2Ctp+Dg>^+2Eq)tp'\'Ftfi' = 0, 
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dargestellte Corve eine Hyperbel ist, und wir auf einem Zweige dersel- 
ben uns einen Punct immer weiter fortgerückt denicen, so nähern sich die 
Werthe von (p und rp immer mehr einer bestimmten Grenze, ohne, im All- 
gemeinen, unendlich oder Null zu werden. Diese Grenzenwerthe bestim- 
men zwei durch und 0' gehende geraden Linien, die, je weiter jener 
Punct sich entfernt, sich dem Parallelismus mit der Asymptote jenes Hy- 
perbelzweiges immer mehr nähern. Hiernach ergiebt sich, wenn wir den 
Winliel, welchen jene Asymptote mit 00' bildet, co nennen, för jene 
Grenzwerthe : 

-- 8in(a— w) ^ 8in(a'+») 

^ Smw ^ ^ 81DCU 

Substituiren wir diese Werthe in die Gleichung der Curve, so kommt: 

1 7'. A sin^ CO — 2 Äsin CO sin (a — co) + 2 Csin co sin («' + co) + D sin^ (a — co) 

+ 2£sin(a-co)(sina' + co)+Fsin'(cx'+co) = c. 

Wenn wir entwickeln, so erhallen wir eine in Beziehung auf tangco qua- 
dratische Gleichung. Die Wurzeln dieser Gleichung bestimmen die Richtung 
der beiden Asymptoten der Hyperbel, oder wenn die Wurzeln dieser 
Gleichung gleich sind, die Richtung der Durchmesser der Parabel. Werden 
die Wurzeln imaginär, so stellt die vorstehende Gleichung eine Ellipse dar. 
Wir gehen in die Entwickelung dieser verschiedenen Beziehungen, die bei 
gehöriger Annahme des Coordinatendreiecks sich sehr vereinfacht, nicht 
weiter ein. 

Wenn die letzte Gleichung (17.) fflr tangco gleiche und entgegenge- 
setzte Werthe giebt, so ist 00' parallel einer Axe der Curve. Für diesen 
Fall erhalten wir, wenn wir überdiefs annehmen, dafs die Curve durch die 
drei Coprdinatenpuncle geht, und also A = D=F=0 setzen: 

Äsina — Csina'+£sin(a — a') = 0. 

21. Wenn die Coordinatenlinie O'O" einer Asymptote parallel ist, so 
erhalten wir für die Grenzwerthe (17.): 

^ ^ ^ Sina' sina' ^' 

und hiernach folgende in Beziehung auf ^^ B und D lineare Bedingungs- 
Gleichung: 

A+2B(p'+D(p'^ = 0. 
Soll O'O" überdiefs selbst Asymptote sein, so mufs die letzte Gleichung, auf- 
gelöset in Beziehung auf 9)', gleiche Wurzeln geben, wonach : 
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B 1 


sina' 
sin«" ' 


n 1 sin'o' 


A ~ tff" 


A ~ tf" ~ sin*«" 



Auf Ahnlicho Woiso kommt, wonn 00" der ondern Asymptote parallel ist 

j . sin«" , 
und wir = t/' sotEcn: 

8ina ^ 

und wenn 00'' selbst Asymptote sein soll: 

C \ __ ain« ^ _ ^ _ sin'or 

.4 '" H* ^ sina" * A ~ tp*' ^ sin*«" 

lliornach erhallen wir« wenn wir zugleich .4 = 1 setzen« für die Glei- 
chung einer HyperbeU deren Asymploten 00" und 0*0" sind: 

oder : 

sin* a* - - 2 if sin n sin rr " — 2 u* sin n sin a" — y • sin* a* -f 2 £ y ^'' -;- 1"* sin* a =0. 

In diesen beiden Gleichungen ist E der einzige unbestimmte Coefficient. und 
wir erhalten alle möglichen Hyperbeln« deren Asymptoten-System durch die 
Gleichung : 

yu = iX 
dargt^stellt wird« indem wir E alle möglichen Werihe beilegen. Durch eine 
einfache Verbindung zweier solcher Gleichunsren. oder durch Verbindung einer 
solchen Gleichung und der Gleichung des Asymptoten-Systems, kommen wir 
BU folgender Gleichung: 

^siuc** — i^'sino*— t' sine * = 0« 
d. h. lu der Gleichun^r des Systems zweier zusammenfallender« unendlich 
weit entfernter srerader Linien. 

Mit derselben Gleichung lassen sich auch die Gleichungen zweier ion- 
iicher und concentrischer Kilipsen verbiodea. für deren allgemeine Gleiohaa^ 
wir* bei ifehk^riffer Cooniinaten-Bestimmunz« die fol^eade^ io welcher ,¥ eineo 
unS^stimmten OoefScienten btsxeutet, nehmen können: 

siu'o" — S^siBc'sinc ' — 2t sint'!smc:' ~ Jf ^'"sin'c" — 2'f '. sioc. stac 

— Jf ^:- * sin' Ä = 

lad somit kOasefi \^ir mi; H Poaceiei; TnMÜe Jcry pr^yyrüft4t9 pr^^J^^ 
tithf9 No. Idl^ s^eB. liafs zwei iinlLcäe« conc^n^rLsciie Lliiea zweiz^Hr 
OnÜLttB^ üi uoLesiiUcher EatferiiKag eiaeii doppelten Coittac: 
habe Dt« der reiftl o^er i^estl iit« je a;K-Jiieai üe beides Conrea Hyp^r- 
b^ <sier KUi|f(sea srs^« vi^i za;£{eidi ums wir die GIeic&«v Afr UNflü- 
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lieh weit entferntOD Beröhrungs-Chorde. Id der analytischen Behandlungs- 
weise der Linien zweiter Ordnung ist dieser Satz von keiner besondern 
Wichtigkeit, weil wir alle allgemeinen Beziehungen sich doppelt berührender 
Linien dieser Ordnung unmittelbar erhalten, indem wir die Gleichungen zweier 
derselben durch allgemeine Symbole bezeichnen, und berücksichtigen, dafs 
solche zwei Gleichungen sich immer zu einer Gleichung, deren erster Theil 
das vollständige Quadrat eines linearen Ausdruckes ist, verbinden lassen. 
Der Satz gewinnt aber in der Methode des H. Poncelet eine besondere 
Bedeutung, weil derselbe, vermittelst dieses Satzes, die allgemeinen Be- 
ziehungen zweier sich doppelt berührender Curven zweiter Ordnung zu ein- 
ander, aus den Eigenschaften eines Systems zweier concentrischen Kreise 
herleitet. 

22. Theorie der Osculation. Wenn die durch: 

p'+2Bpq + 2Cpr+Dq'+2Eqr+Fr' = 

dargestellte Curve die Coordinatenlinie 00'' im Puncto berühren soll, so 
mufs, wenn wir ^ = setzen, die Gleichung 

p'+2Cpr-f Ff^ = 0, 
für p zwei gleiche und verschwindende Werthe geben, so dafs also 

C=0, F=0. 
Die Gleichungen zweier solcher Curven, die 00'' im Puncto berühren, 
seien hernach folgende: 

p^+2Bpq + Dq'+2Eqr = 0, 

p'+2B'pq + D'q^+2E'qr = 0. 

Ziehen wir diese beiden Gleichungen von einander ab, und vernachlSfsigen 
den gemeinschaftlichen Factor q, so kommt: 

2iB-B')p + iD-D')q + 2{E-E')r = 0: 
für die Gleichung der gemeinschaftlichen Chorde beider Curven. Soll diese 
Chorde durch den Punct gehen, und sollen also die beiden Curven eine 
dreipunctige Osculation haben, so erhalten wir folgende Bedingungs- 
Gleichung : 

E = E'. 

Soll in* diesem Falle der Durchschnittspunct beider Curven in die Coordinaten- 
linie 00' fallen, so erhalten wir, neben der letzten Bedingungs- Gleichung, 
noch folgende: 

D = D'. 

Grelle^s Jouroai d. M. Y. Bd. 1. Hft. 3 
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Fflr eine vierpunctige Oscalation, wo die gemeinschaftliche 
Chorde mit der gemeinschaftlichen Tangente, der Coordinatenlinie 00"^ zn- 
sammenfSllt, erh&lt man endlich folgende beiden Bedingangs-GIeichungen : 

23. Für die Gleichungen zweier Linien zweiter Ordnung, die 00" 
zur gemeinschaftlichen Asymptote haben, erhalten wir, (21.) indem wir 

sin tt^^ 

— : tff' setzen, Gleichungen von folgender Form : 

p^ + 2Bpq+2^pr+Dq' + 2Eqr+^r' = 0, 

p-+2B'pq+2^pr + D'q'+2E'qr+^r' = 0. 

Wenn wir abziehen^ und den gemeinschaftlichen Factor p vernachläfsigen, 
so kommt: 

18. 2{B-B')p+[D-D')q+2(E^E')r = 0, 

fflr die Gleichung derjenigen geraden Linie, welche die zwei flbrigen Durch- 
schnitte der beiden Curven verbindet. Diese Chorde fällt mit der Asymptote 
00" zusammen, und die beiden Curven haben in unendlicher Entfernung 
einen vierpunctigen Contact, wenn 

B=B'. E = E'. 

Soll dieser Contact blofs ein dreipunctiger sein, so ist die durch (18.) 
dargestellte gerade Linie der Asymptote nur parallel« und es mufs also diese 



Gleichung befriedigt werden, wenn wir zugleich q = und — = u«' = A 



sin a" 



p sina 

setzen« wonach wir folgende Bedingungs-Gleichung erhalten: 

Ä~B' sina" 

£— £' sina 

24. Alle möglichen Curven, welche die Coordinatenlinien 00" und 
O'O" in denselben vier Puncten schneiden, können wir durch folgende Glei- 
chung darstellen: 

p'+2Bpq^2Cqr -^ Dq'-riEqr = Fr = 0, 

indem wir B, C, D und F als ein für alle Mal gegeben betrachten, und 
E nach einander alle möglichen W'erthe beilegen. Eben so stellt dieselbe 
Gleichung alle möglichen Curven zweiter Ordnung dar« welche 00" und 
00' und dann 0*0" und O'O in denselben vier Puncten schneiden« wenn wir 
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einmal biofs C, das andere Mal blofs B als unbestimmten CoSfficienten be- 
trachten. 

25. Eine Linie zweiter Ordnung, welche die beiden Coordinaten- 
Linien 0"0 und 0"0' in den Puncten und 0' berflhrt, hat folgende ein- 
fache Form: 

p'+2Eqr = 0. 

26. Folgende Gleichung: 

p''+Dq^+Fr' = 

stellt eine Linie zweiter Ordnung dar, in Beziehung auf welche jede 

der drei Coordinatenlinien die Polare des gegenüberstehenden 

Coordinatenpunctes ist. (140 Sind Z>. und F beide positiv, so ist die 

Curve imaginär; sind D und F beide negativ und gleich, und nehmen wir 

überdiefs an, der Coordinatenwinkel bei 0" sei ein rechter, so stellt die 

Gleichung 

p'^+Diq'+r') = 

eine Linie zweiter Ordnung dar, deren einer Brennpunct 0" und deren Brenn- 

puncts-PoIare (Directrix) 00' ist; und diese Linie ist Ellipse, Parabel oder 

Hyperbel, je nachdem (-/))< 1, (-/)) = 1, (-/))>1, 

Aus dem Vorstehenden ergeben sich unmittelbar mehrere belcannte 

Sätze. 

27. Wenn die Gleichung: 

p'+2Bpq+2Cpr+Dq'+2Eqr+Fr' = 
eine Linie zweiter Ordnung darstellen soll, von welcher die Coordinaten- 
linien 00' und O'O" berührt werden , so erhalten wir folgende beiden Be- 
dingungs-Gleichungen : 

und mithin: 

Wenn dieselbe Curve überdiefs 00" in zwei festen Puncten schneiden soll, 

SO ist C und F constant. Da F constant ist, so ist es auch -^ und mithin 

schneidet die Polare von 0', die durch folgende Gleichung dargestellt wird: 

B+D(p + Etp = 
die Coordinatenlinie 00" in einem von zwei festen Puncten. In diesen beiden 
Puncten und in den Puncten und 0" wird 00" harmonisch getheilt. Hier- 
nach erhalten wir folgenden bekannten Satz. 

3* 
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Wenn mehrere Linien zweiler Ordnung durch dieselben 
beiden Puncte gehen, und dieselben beiden geraden Linien be- 
rühren, so gehen die Beröhrungs-Chorden durch einen von zwei 
festen Puncten der gemeinschaftlichen Chorde aller Curven. 

28. Wenn 

A+2B(p+2Cf + D(p'+2E(pxp+Fy/' = 

irgend eine Linie zweiter Ordnung darstellt, so stellt: 

D(p''+2E(pxp+Ftfj'' = 

das System derjenigen beiden geraden Linien dar, die vom Puncte 0'' nach 
den Durchschnitten der Curve mit 00' gezogen werden können, mithin stellt 
die Gleichung: 

19. A+2B(p'i-2Cip = 

diejenige gerade Linie dar^ welche durch die beiden übrigen Durchschnitte 
jenes Linien-Systems und der Curve geht. 

Die durch (19.) dargestellte gerade Linie und die Polare des Punc- 
tes 0" 

A-^-Bcp + Cip = 0, 

schneiden sich, nach der löten Nummer, auf der Coordinatenlinie 00\ Wenn 
wir darauf Röcksicht nehmen, dafs das Coordinaten - Dreieck ein durchaus 
beliebiges ist, so liegt hierin die allgemeine Theorie der Pole und 
Polaren. 

29. Für die Gleichungen derjenigen beiden geraden Linien, die zu 
den beiden Puncten 0' und 0" in derselben Beziehung stehen, als die gerade 
Linie (19.) zu dem Puncte 0" sieht, erhalten wir 

2B+D(p +2E(// = 0, 
2C + 2E(p + Fip = 0. 

Wenn wir diese beiden Gleichungen und die Gleichung (19.) mit den drei 
Gleichungen (8.), (9.) und (10.) vergleichen, so sehen wir, auch ohne die 
Beweis- Art der 16ten Nummer zu wiederholen, dafs die drei geraden Linien, 
welche die gegenüberstehenden Winkelpuncte des von den drei erstgenannten 
geraden Linien gebildeten Dreiecks und des Coordinaten-Dreiecks verbinden, 
durch ein und denselben Punct gehen, und also auch die gegenüberliegenden 
Seiten der beiden Dreiecke sich in solchen drei Puncten schneiden, die in 
gerader Linie liegen. Wenn wir den besondern Fall betrachten, dafs die 



1. Plücker, über ein neues Coordinaiensystem, 21 

drei Coordinalenpancte auf der Linie zweiter Ordnung liegen, so erhalten 
wir den Satz vom umschriebenen Dreieck. (No. 15.) 

30. Wenn wir, der Kürze wegen, durch 

20. ^ = 0, ^' = 0, ^" = 0, 
die Gleichungen irgend dreier Linien zweiter Ordnung (homogene Gleichungen 
des zweiten Grades zwischen p, q und r) bezeichnen, die durch zwei feste 
Puncto gehen, und wir durch diese beiden Puncto die Coordinatenlinie 00' 
legen, so können wir die Coefficienten von 9% qr und r^ in den drei Glei- 
chungen gleich nehmen, so dafs 

A'-Ä = 0, A-Ä' = 0, A-A' = 0, 
drei Gleichungen darstellen, die linear sind und von denen zwei die dritte 
bedingen. Hierin liegt der Beweis des bekannten, an Corollarien reichen 
Satzes : 

Wenn mehrere Linien zweiter Ordnung eine gemeinschaft- 
liche Chorde haben, so gehen die zweiten gemeinschaftlichen 
Chorden je zwei derselben durch einen constanten Punct. 

Wenn wir durchaus keine besondere Coordinaten-Bestimmung machen, 
und die gemeinschaftliche Chorde der drei Curven (20.) durch die Gleichung 
e = 0, die drei zweiten Chorden durch die Gleichungen a ' = 0, a' = 0, a = 0, 
und endlich durch m^ ml und ni' unbestimmte Coefficienten bezeichnen, so 
kommt offenbar^ (ähnlich wie Analyt. geom. Entw. No. 383): 

A'-m'A = cd' = 0, A-fiiA' = cd, A-mA' = c.a = 0, 
und die Form dieser drei Gleichungen zeigt, dafs die drei zweiten Chorden 
durch denselben Punct gehen. Hierin liegt also ein anderer Beweis des vor- 
stehenden Satzes, und uberdiefs^ wenn wir, als besondern Fall, 

c = /?sina"— gr sin a'—r sin« 
setzen, die Theorie der Chordalen {axes radicaux) ähnlicher und ähn- 
lich liegender Linien zweiter Ordnung. 

31. Wir wollen beispielsweise, in Beziehung auf einige der in dem 
Vorstehenden vorkommenden Gleichungen , einen allgemeinen Satz über die 
Variation der Constanten, den ich bei einer andern Gelegenheit gegeben habe, 
construiren; und werden auf diese Weise zu verschiedenartigen speciellen 
Sätzen kommen*'). 

*) Der im Texte erwähnte Satz ist folgender. Es sei: 

a. (p (y, Xy byd) = 
irgend eine algebraische oder transcendente Gleichung zwischen zweien veränderlichen 
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Wir haben in der 15ten Nummer f&r die Gleichung einer Linie 
zweiter Ordnung, die durch die drei Coordinatenpuncte geht, folgende ge- 
funden: (Taf. I. Fig. 3.) 

Bezeichnen wir irgend einen Punct dieser Curve durch (y, fi'\ so ist 

ß^ a '' 

betrachten wir femer in dieser Gleichung ß und a als veränderlich und setzen 
j3 = v, a = !u, so erhalten wir folgende Gleichung: 

2. v'u+fi'y = jLiy^ 

die eine gerade Linie darstellt, welche, wie auch der Punct {y\ u'] auf der 
Curve (1.) fortrüciien mag, immer durch den festen Punct {y = ß^ f^ = ^) 
oder durch F^ den Durchschnitt der beiden Tangenten in den Coordinaten- 
puncten und 0' geht. 

Die Construction der geraden Linie, (2.)) die durch die beiden Puncto 
{y'y o) oder V, und [Oy fi') oder W geht, giebt folgenden bekannten Satz: 

Wenn man in eine Linie zweiter Ordnung, über einer und 
derselben Chorde, als Basis, mehrere Dreiecke beschreibt, so 
geht diejenige gerade Linie, welche die Durchschnitte der 
Schenkel je zweier solcher Dreiecke verbindet, durch einen 
festen Punct, den Pol der gemeinschaftlichen Basis aller 
Dreiecke. 

Wir erhalten andere Constructionen desselben Satzes, wenn wir nicht 
ß und a^ sondern (—/?) und a oder ß und (~a} fflr die veränderlichen 
Gröfsen nehmen, und statt (2.) die Gleichungen 



Gröfsen y und x und beliebigen Constanten, von denen wir zwei durch 6 und a be- 
zeichnet haben. Diese Gleichung stellt, wenn y und x auf irgend ein Coordinaten- 
system bezogen werden, eine Curve dar; bezeichnen wir irgend einen Punct dieser 
Chirve durch (/, xQ und betrachten die beiden Constanten als Coordinaten und ver- 
änderlich, so stellt die Gleichung: 

eine neue Curve dar, die sich ändert, wenn der Punct (y', x^) auf der gegebenen Curve 
fortrückt, aber dabei nicht aufhört, durch den festen Punct (y = 6> x = ä) zu 
gehen. Wenn die Gleichung (a.) eine Constante nur im Quadrate enthält, so geht 
die Curve (6.) durch zwei feste Puncte; sie geht durch vier feste Puncte, wenn jene 
Gleichung nur die Quadrate der beiden Constanten enthält Nichts verhindert uns in 
der ursprünglichen Gleichung b und a Null zu setzen. 
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vfi —UV =1, — v'fi+!xv — 1 

constrairen, welche solche gerade Linien darstellen, die durch die beiden 
festen Puncte {y = — /3, f.i = a) oder P\ und {v = ß, /* = — «) oder P, gehen. 
Wir erhalten aber einen andern Satz, wenn wir (— /?) und (— «) für die 
beiden veränderlichen Gröfsen nehmen und also folgende Gleichung: 

v'fi+u'v-\-fiv = 0, 
oder 

p + ,if*q+'^'r = 0, 

construiren. Die durch diese Gleichungen dargestellte gerade Linie geht 
durch den festen Punct {v = — /3, ic = —a) d. h. durch Q, den Kreuzungspunct 
derjenigen drei geraden Linien, welche die Winkelpuncte des umschriebenen 
Dreiecks PP'F' mit den gegenüberliegenden Bcrfihrungspuncten 0, 0' und 0" 
verbinden. 

Wenn wir von irgend einem Puncte (,a', v) gerade Linien nach den 
Winkelpuncten des Coordinaten-Dreiecks ziehen, so bestimmen die Durch- 
schnitte derselben mit den Seiten dieses Dreiecks ein neues Dreieck UVW. 
Die gegenüberliegenden Seiten der beiden Dreiecke schneiden sich in solchen 
drei Puncten, die in gerader Linie liegen, und diese gerade Linie wird durch 
(3.) dargestellt. Wenn der Punct {v, f.i) auf irgend einer, durch 
die Winkelpuncte des Dreiecks OOV gehenden Linie zweiter 
Ordnung fortrückt, so dreht sich diese gerade Linie um einen 
festen Punct. (Dieser Satz ist von Herrn Steiner in einem frühem 
Hefte dieses Journals zur Beweisführung vorgelegt worden. Ich bemerke 
beiläufig, dafs bei dem analogen Satze im Raum, an die Stelle der beliebigen 
dem Dreieck umschriebenen, Linie zweiter Ordnung irgend eine Fläche dritter 
Ordnung tritt, in welcher die sechs Kanten eines Tetraeders liegen.) 

32. Wenn wir in der Gleichung (1.) der vorigen Nummer nicht 

1 1 

ß und «3 sondern -^ und — als veränderliche Gröfsen construiren, so er- 
halten wir, nach derselben Verfahrungs-Weise, nun nicht mehr gerade Linien^ 
die durch denselben Punct gehen, sondern Linien zweiter Ordnung, die, aufser 
in den drei Coordinatenpuncten , sich noch in einem vierten festen Puncte 
schneiden. Die Bestimmung dieser Curven hat keine Schwierigkeit. 

33. Wir können auch von der Gleichung (2.): 
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als der Gleichung einer gegebenen geraden Linie, ausgehen, und indem wir 
i±y') und (±iu') als veränderlich betrachten und irgend einen Punct dieser 
Linie durch {ß, d) bezeichnen, zu der Gleichung einer Linie zweiter Ordnung : 

ß — a 

zurückgehen. Alle Linien dieser Ordnung, die wir auf diese Weise erhalten, 
indem der Punct [ßy a) auf der gegebenen geraden Linie fortrückt, gehen 
durch den festen Punct (±i^, ±^^')- Wenn (Taf. L Fig. 4.) MN die gegebene 
gerade Linie ist, und die Coordinatenlinien 00" und O'O" in den beiden 
Puncten Q und R schneidet, so ist S^ der Durchschnitt von OR und O'Qy 
der feste Punct {y\ /i'). 

Also: 

Alle Linien zweiter Ordnung, welche durch dieselben 
drei Puncte gehen, und in diesen drei Puncten die Seiten eines 
veränderlichen Dreiecks berühren, in welchen einer der drei 
Winkelpuncte oder der Kreuzungspunct der von diesen Winkel- 
puncten nach den gegenüberliegenden Berührungen gezogenen, 
geraden Linien auf einer gegebenen geraden Linie fortrückt, 
gehen durch noch einen vierten festen Punct. 

Wenn ein Winkelpunct auf einer geraden Linie fortrückt, so rücken 
offenbar auch die beiden übrigen Winkelpuncte und der Kreuzungspunct auf 
geraden Linien fort, und wenn der Kreuzungspunct auf gerader Linie fort- 
rückt, so thut es auch jeder Winkelpunct. 

Nach der Theorie der Reciprocität (des potaires redproques) erhahen 
wir aus dem Vorstehenden folgenden Satz: 

Wenn man in ein gegebenes Dreieck beliebig viele Linien zweiter 
Ordnung beschreibt, so entsprechen jeder derselben drei Berührungs-Chor- 
den, welche die drei Dreiecksseiten in solchen drei Puncten schneiden, die 
in derselben geraden Linie liegen. Wenn irgend eine jener drei Berührungs- 
Chorden durch einen festen Punct geht, so thun es auch die beiden andern 
und jene letztgenannte gerade Linie: alsdann berühren alle Curven, 
aufser den drei Dreiecksseiten, noch eine constante vierte ge- 
rade Linie. 
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34. Für die Gleichung einer die drei Coordinatenlinien berührenden 
Linie zweiter Ordnung erhalten wir, nach der 19ten Nummer^ folgende: 

1. i^2A(p-'2Btp + AY''^AB(ptp+BY = 0; 

wenn der Kreuzungspunct der drei von den Coordinatenpuncten nach 

den gegenüberstehenden Berührungen gezogenen geraden Linien der Punct 

/ 1 1 \ 

^y=-^, (p=—j ist. Bezeichnen wir irgend einen Punct der Curve durch 

iV'y H>% s^ s^^l'l^ ^^^ Gleichung: 

2. l-2yV-2t^V+yV-VV'VV'+V'V = 

neun die drei Coordinatenlinien berührende Linien zweiter Ordnung dar, die 
alle durch den festen Punct {yj z= B^ (p = A) gehen und für welche der ver- 
änderliche Kreuzungspunct (i// = — , y = —j ist. 

Die Beziehung der Curve (1.) zu jeder Curve (2.) ist eine gegen- 
seitige. Der Kreuzungspunct der einen hat zu Coordinaten die reciproken 
Werthe der Coordinaten eines Punctes der andern. Sind daher irgend zwei 
Puncto der Curve (1.) gegeben, so erhalten wir zwei Curven (2.); diese 
beiden Curven schneiden sich im Allgemeinen in vier Puncten, und die reci- 
proken Coordinaten-Werthe dieser vier Puncto bestimmen die vier Kreuzungs- 
puncte derjenigen vier Linien zweiter Ordnung, welche, im Allgemeinen, die 
drei Coordinatenlinien berühren und durch die beiden gegebenen Puncte 
gehen. Die hierdurch angezeigte Construction einer Linie zweiter Ordnung, 
die drei gegebene gerade Linien berührt und durch zwei ge- 
gebene Puncte geht, läfst sich, nach bekannten Sätzen, auf elementarem 
Wege ausführen. — 

35. Wenn wir durch die Gleichung: 

1. F(v/,y) = 

irgend eine algebraische oder transcendente Curve darstellen, so erhalten wir 
die Gleichung einer zweiten Curve, wenn wir für yj und q) ihre reciproken 
Werthe nehmen: 



2- Ki^ t)=^(''^^)=o. 



Die Beziehung der beiden Gleichungen zu einander ist eine gegenseitige. 
Im Allgemeinen ist, wenn die eine derselben algebraisch und von irgend 
einem mten Grade ist, die andere vom 2mten Grade. Beide Curven sind 
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durch gleichviele Pancte bestimmt. Wenn eine derselben gegeben ist, so 
können wir so viele Puncte der andern construiren, als wir wollen. Wenn 
(1.) irgend eine gerade Linie darstellt, so stellt (2.) eine durch die drei 
Coordinatenpuncte gehende Linie zweiter Ordnung dar. Wenn daher, aufser 
diesen drei Coordinatenpuncten, noch irgend zwei Puncte dieser Linie ge- 
geben sind, so können wir zwei Puncte jener geraden Linie und dann 
wiederum so viele Puncte der Linie zweiter Ordnung construiren, als wir 
wollen (Nr. 7.). Wenn (1.) eine durch einen Coordinatenpunct gehende ge- 
rade Linie darstellt, so stellt (2.) eine zweite solche gerade Linie dar. Wenn 
(1.) eine durch zwei Coordinatenpuncte gehende Linie zweiter Ordnung dar- 
stellt, so stellt (2.) ebenfalls eine solche Linie zweiter Ordnung dar, und 
diese beiden Linien können auch identisch dieselben sein. 

Durch drei Tangenten und einen der beiden Brennpuncte ist eine 
Linie zweiter Ordnung vollkommen bestimmt. Läfst man diese Linie sich so 
ändern, dafs der eine Brennpunct die Curve (1.) beschreibt, so beschreibt 
der andere Brennpunct die Curve (2.) (Nr. 8.)- In dem Falle der Parabel 
liegt ein Brennpunct unendlich weit; wir können also für (1.) nach der 
Uten Nummer folgende Gleichung nehmen: 

sina' , sina . 

und erhalten alsdann für (2.): 

sina' sina _ ^ . 

sina" "^ sina" ~" 

eine Gleichung, in der wir ohne Mühe die Gleichung des, um das Coordinaten- 
Dreieck beschriebenen Kreises erkennen. 

Theorie der Reciprocität.*) 
36. Die Theorie der Reciprocität**) ist unstreitig eine der schönsten 
und bedeutendsten Erweiterungen der Geometrie in neuester Zeit. In die 
Ehre ihrer ersten Erfindung theilen sich die II. H. Gergonne und Poncet et. 



*) Um kein neues Wort einzuführen, werde ich diesen Ausdruck als die Ueber- 
tragung des Poncel et 'sehen „th^orie des polaires reciproques" gebrauchen. 

**) Aus der im Texte entwickelten analytischen Theorie der Reciprocität springt 
sogleich in die Augen, dafs sich jeder Satz, der sich auf gerade Linien bezieht, und 
zur „g^ometrie de Situation" gehurt, unmittelbar auf alle solche algebraische oder trans- 
ceudente Curven, deren Gleichungen, bezogen auf irgend ein Coordinatensystem, in 
Beziehung auf zwei ihrer Constanten linear sind, übertragen und also unendlich 
vervielfältigen läfst. Da unsere Entwicklungen auf der Variation der Constanten be- 
ruhen, so erscheint, wie ich schon anderswo angedeutet habe, wenn wir noch einen 
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Ich meinerseits bin später auf einem sehr verschiedenen ^ rein analytischen 
Wege und ohne eine conique directrice zu Hülfe zu nehmen, zu demselben 
Ziele gekommen, und habe, was immer der unschätzbare Vortheil der 
analytischen Methode ist, gleich von Anfang an der Sache eine viel allge- 
meinere Seite abgewonnen. Eine Entwicklung der analytischen Theorie der 
Reciprocität habe ich bereits im August 1828 an den verdienstvollen Redacteur 
der Annalen nach Montpellier eingesandt: ich kann hier nur ein paar An- 
deutungen geben, die in speciellerer Beziehung zu dem neuen Coordinaten- 
systeme stehen. 

37. Es sei: 

bxp+acp = 1 

die Gleichung irgend einer geraden Linie. Wir wollen den leicht zu con- 
struirenden Punct {yj = by (p=^a) den Pol dieser Linie nennen. Es sei ferner 
i'^'y v') irgend ein Punct der geraden Linie; alsdann stellt: 

tp'tp + ip'q) = 1 
irgend eine gerade Linie dar, die durch den Punct (6^ a) geht und deren 
Pol, der obigen Definition gemäfs, der Punct (yj', tp') ist. Also: 

Der geometrische Ort für die Pole aller geraden Linien, 
die durch einen gegebenen Punct gehen, ist eine gerade Linie, 
deren Pol jener Punct ist. 

Auf diesen Satz läfst sich unmittelbar die ganze Theorie der polaires 
redproquea grflnden. Wir verweilen nicht hierbei, weil, aufser der Definition 
und der Construction des Poles, hier Alles gerade so sich verhalt, wie bei 
dem gewöhnlichen Coordinatensysteme, und wollen nur ein Beispiel von der 
Verallgemeinerung dieser Theorie geben. 

38. Es sei: 

1. 4 + J^ = 1 
6 a 

die Gleichung irgend einer geraden Linie. Wir wollen den Punct (yj = 6, 
(p = d) den Pol der geraden Linie nennen. Es sei ferner: 



die Gleichung irgend einer, durch die drei Coordinatenpuncte gehenden, Linie 
zweiter Ordnung. Wir wollen den Punct {tp = B^ V = ^) den Pol dieser 
Linie zweiter Ordnung nennen. Bezeichnet nun {tp\ (p') irgend einen Punct 



Schritt weiter gehen, die Reciprocität insbesondere auch mit der Theorie der Abwickelung 
{ih^arie des d^veloppies ei diveloppantes) unter einem allgemeinen Gesichtspuncte. 

4* 
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der geraden Linie (1.), so stellt 

2. -^-1-^ = 1 

eine Linie zweiter Ordnung dar, die durch den Punct (fr, a), d. h. durch den 
Pol von (1.) geht, und deren Pol, gegenseitig, der auf (1.' liegende Punct 
•}fj\ (p'} ist. Also: 

Der geometrische Ort für die Pole aller Linien zweiter 
Ordnung, die aufser durch die drei Coordinatenpuncte, noch 
durch einen vierten festen Punct gehen, ist eine gerade Linie, 
deren Pol dieser vierte feste Punct ist, und, gegenseitig, der 
geometrische Ort filr die Pole aller geraden Linien, die durch 
denselben festen Punct gehen, ist eine Linie zweiter Ordnung, 
deren Pol dieser feste Punct ist. 

Die Pole der Seiten eines gegebenen Sechsecks z. B. bestimmen ein 
neues Sechseck, dessen Seiten Bogen von Linien zweiter Ordnung sind, und 
die Winkelpuncte des gegebenen Sechsecks zu Polen haben. Wenn sich eine 
Linie zweiter Ordnung in das gegebene Sechseck beschreiben läfst, so 
schneiden sich diejenigen Linien zweiter Ordnung, deren Bogen die gegen- 
überliegenden Seiten des zweiten Sechsecks sind, in solchen drei Puncten, 
die mit den drei Coordinatenpuncten auf derselben Linie zweiter Ordnung 
liegen. Wenn sich um das gegebene Sechseck eine Linie zweiter Ordnung 
beschreiben läfst, so schneiden sich diejenigen drei Linien zweiter Ordnung, 
welche durch die drei Coordinatenpuncte und die drei Paare von gegen- 
überliegenden Winkelpuncten des zweiten Sechsecks gehen, in demselben 
Puncte u. s. w. 

39. Von der Vervielfältigung bekannter Sätze, worin eigentlich die 
Theorie der Reciprocität besteht, wollen wir ein einziges Beispiel geben: 
Wenn die gegenüberliegenden Winkelpuncte zweier Dreiecke auf drei, durch 
denselben Punct gehenden geraden Linien liegen, so schneiden sich, wie be- 
kannt, die gegenüberliegenden Seiten der beiden Dreiecke in solchen drei 
Puncten, die in gerader Linie liegen. Diesem Satze entspricht, nach der 
vorigen Nummer, folgender: 

Drei Linien zweiter Ordnung, welche durch irgend drei 
feste (Coordinaten-;Puncte gehen, schneiden sich, paarweise 
genommen, noch in drei Puncten: legt man durch jeden dieser 
Durchschnitte, durch die drei Coordinatenpuncte und irgend 
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einen vierten festen Punct drei neue Linien derselben Ordnung, 
so schneiden diese die drei gegebenen, aufser in den drei 
Coordinatenpuncten, noch in drei Puncten, und diese sechs 
Puncto liegen auf einer und derselben Liniß zweiter Ordnung. 

40. Wenn irgend eine Curve gegeben ist, so giebt es eine zweite 
Curve, welche alle durch drei feste Puncto (Coordinatenpuncto) gehende 
Linien zweiter Ordnung, deren Pole auf der ersten Curve liegen, umhfiUt, 
und deren Puncto wiederum die Pole der Tangenten der zweiten Curve sind. 
Der Grad der ersten Curve zeigt an, wie viele Linien zweiter Ordnung sieb 
im Allgemeinen, durch die drei Coordinatenpuncto und einen vierten belie- 
bigen Punct legen lassen, die die zweite Curve berühren; die Zahl der Durch- 
schnittspuncto der zweiten Curve mit einer durch die drei Coordinatenpuncto 
gehenden Linie zweiter Ordnung zeigt an, wie viele Tangenten sich im All- 
gemeinen an die erste Curve legen lassen. 

Wenn die Gleichung der ersten Curve gegeben ist, so können wir 
leicht die Gleichung der zweiten Curve finden; und umgekehrt. Wenn etwa 
eine zweite Curve durch die Gleichung: 

3. V' = F((p) 

gegeben ist, so erhalten wir die ihr zugehörige erste Curve, wenn wir 
zwischen der vorstehenden Gleichung (3.) und der Gleichung: 

^+^ = 1, 

und den beiden Differential-Gleichungen derselben: 

dtp-'' ^9" ' d(f - A-if' 

V^, (p und -^ eliminiren und in der resultirenden Gleichung tp und (p fär B und 

A schreiben. 

Wenn insbesondere die Gleichung (3.) eine gerade Linie darstellt, und 
demnach folgende Form hat: 

bip+a(p = 1, 

so erhalten wir für die gesuchte Curve eine Linie zweiter Ordnung. Hier- 
aus ist, nach den Bemerkungen zu Anfang dieser Nummer, ersichtlich, dafs 
durch vier Puncto sich im Allgemeinen zwei Linien zweiter Ordnung legen 
lassen. Zugleich ergiebt sich dafs, da zwei Linien zweiter Ordnung sich 
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im Allgemeinen in vier Puncten schneiden, es eben so viel Linien zweiter 
Ordnung giebt, die durch drei gegebene Puncte gehen und zwei gegebene 
gerade Linien berühren. Wir müssen hier aus Mangel an Raum abbrechen. 

Coordinaten- Verwandlung. 

41. Die Verwandlung der Coordinaten hat in dem neuen Systeme 
eine viel gröfsere Ausdehnung, als in dem gewöhnlichen Systeme. Da wir 
aber von derselben in diesem Aufsätze keinen Gebrauch machen, so be- 
schränken wir uns auch hier nur auf einige Andeutungen. 

Die Gleichung einer geraden Linie, bezogen auf irgend drei Coor- 
dinatenpuncte , ist, in Beziehung auf yj und 9^ vom ersten Grade und bleibt 
es, wie wir auch die drei Coordinatenpuncle anders annehmen mögen. Hier- 
nach ist, wenn wir die Coordinaten irgend eines Punctes in dem einem 
Systeme tp und <p, und die Coordinaten desselben Punctes in dem andern 
Systeme 9^ und 4> nennen: 

1. ?p = a+bifj+c(p, 

2. * = d+etp+f(p. 

ay hy c^ dy e und f sind Constante, die nach der bekannten Methode be- 
stimmt werden müssen. Wir wollen Beispielsweise den speciellen Fall 
nehmen, dafs sich blofs (Fig. 5.) die eine Coordinatenlinie O^'O* um den 
Punct &' bis 0''£i! dreht, und den Winkel 00"i2' durch / bezeichnen, 
wahrend wir den Winkel 00'*0' wie gewöhnlich / nennen. Bei dieser An- 
nahme ist offenbar 

3. * = 9), 

so dafs: d = 6 = 0, /"= 1. Da für den Punct 0" zugleich !F, rp und (p ver- 
schwindet, so ist auch a = 0. Dividiren wir die Gleichung (1.) durch ^ = 9)^ 
so kommt also 

^ = 6^+c 
Für 0"0' erhalten wir folgende Gleichungen: 

V ^ 8iD(y-y^) Vi^o 
siuy ' <p ' 

und für O^'iX folgende Gleichungen: 



^=0 ^ == 8'p(y-yO , 

' V siny' ' 



und mithin ergeben sich zur Bestimmung der Coefficienten b und c aus (4.) 
folgende beiden Gleichungen: 



1. Plücker, über ein neues Coordinaiensysiem. 31 

8iny ' 

sm y 
Hiernach erhalten wir: 

__ 8in(y'— y) , _ sin/ 
siny ' 8iny ' 

und endlich: 

5. Wsiuy = y/sin/+9sin(/— y). 

Allgemeinere Coordinaten-Bestimmung. 
42. Wir haben in dem Bisherigen nur drei gerade Linien als Co- 
ordinatenlinien genommen. Wir können deren aber auch beliebig viele 
nehmen. Die Abstände irgend eines Punctes von solchen festen Coordinalen- 
linien wollen wir durch p, q, r, s, t . . . bezeichnen. Alsdann stellt die 
Gleichung : 

Pip, g, r, «,«,...) = 
irgend eine Curve dar, deren Ordnung durch den Grad dieser Gleichung an- 
gezeigt wird. Zwischen irgend dreien der verschiedenen Abstände findet 
eine lineare Beziehung Statt^ und einen vierten Abstand können wir hiernach 
auch ohne constantes Glied durch drei gegebene auf lineare Weise aus- 
drficken, so dafs also, wenn wir durch a^ b, c, a', b\ c', u. s. w. Constante 
bezeichnen, die von der gegenseitigen Lage der Coordinatenlinien abhängen: 

8 = ap + bq + cr 



Wir wollen, wie bisher, auch in dem Folgenden annehmen, die Gleichung 
(1.) sei in Beziehung auf die verschiedenen Abstände p, q, r, s, t . . ^ 
homogen. 

43. Wir wollen, der Kfirze halber, irgend eine homogene Function 
des mten Grades von p, q, r, s, t, . . , durch U bezeichnen. Alsdann ist 
nach dem bekannten Theorem über die homogenen Functionen: 

. dU , du , dU , dU , dU ^ rj 

Der erste Theil dieser Gleichung, gleich Null gesetzt: 

Q dU , du , dU , du , dU ^ f. 

^' -dfP+-d^9+-dir''+-dr'+^^- - ■ = ^ 

ist also die Gleichung der Curve selbst, die auch durch 17=0 dargestellt 
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wird. Bezichen wir aber in dieser letzten Gleichung die partiellen Diflfe- 
renlial-Coerficienten auf einen gegebenen Punet der Curve, für welchen 
p = p\ q = r/', r ==r', « = «', t = ( u. s. w. , und betrachten mithin dieselben 
als constant, so stellt die letzte Gleichung, die wir der Kürze halber, bei 
dieser Voraussetzung, folgendergestalt schreiben wollen: 

3. V = 0, 

eine gerade Linie dar. Diese Gleichung geht durch den gegebenen Punct 
der Curve, denn die letzte Gleichung wird nach dem oben erwähnten Theorem 
befriedigt , wenn wir p=^p\ q=z q' , , setzen. Noch mehr, differentiiren wir 
die Gleichung (3.) und die Gleichung der gegebenen Curve, so ergiebt sich: 

dV = dU, 

wenn wir nach der Differentiation für die veränderlichen Gröfsen die be- 
sondern Werthe, //, q'^ r', s\ t\ ... substituiren. Die durch die Glei- 
chung (3.) dargestellte gerade Linie ist also eine Tangente der 
Curve in dem gegebenen Puncte. 

Beschränken wir uns auf drei Coordinatenlinien, wie in dem Frühern, 
so erhallen wir hiernach für die Tangente in irgend einem gegebenen Puncte 

folgende Gleichung: 

dU , dU , dU ^ 

liyP + ^9 + -dF^ = ^' 

wobei wir nach der DilTerentialion in den partiellen Differential-Coeflicienten 
für p, q und r diejenigen Werthe substituiren müssen, die sich auf den ge- 
gebenen Uerührungspunct beziehen. Hiernach erhalten wir z. B., wenn die 
Gleichung der Curve vom zweiten Grade ist, sogleich die allgemeine Glei- 
chung der 17ten Nummer. 

44. Wir können weiter gehen. Es führt uns das Theorem über die 
homogenen Functionen nicht nur zu der eben entwickelten, gewifs sehr zier- 
lichen Tangenten -Methode, sondern auch zu der Theorie des Contactes 
höherer Ordnung. Wir haben nehmlich nach diesem Theorem auch: 

d'V .. , ,. d'V , r/T ., , ^ dW , ^ dHf , d'U . . 
,//,' 1'+^ dpd.it'^ + -dY'' -^^Tl^^TrP'-^H.dr'l'^lli^' + 

d^U 

2 , ,- P«+**' = m(w— 1)J7. 

dpds '^ ^ ^ 

Dor ('rsto Thoil dieser Gleichung^ gleich Null gesetzt, ist also die Glei- 
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chang der gegebenen Curve. Beziehen wir die partiellen Differential-Coef- 
ficienten wiederum auf einen gegebenen Punet, dessen Coordinaten p\ q', r\ 
s\ ^, . . , sind, und betrachten mithin dieselben als constant, so stellt, wenn 
wir, bei dieser Voraussetzung, den ersten Theil der letzten Gleichung durch 
W bezeichnen, die Gleichung: 

4. FT = 

eine Linie zweiter Ordnung dar, die aus denselben Gründen, als in der 
vorigen Nummer die Taugente, durch den gegebenen Punct geht. Da auch 
diese Gleichung homogen und flberdies vom zweiten Grade ist, so erhalten 
wir für die Gleichung der Tangente an die bezügliche Curve: 

dW , dW ^ dW dW ^ 

-dyP + -df9+lhr'+1ir''" = ®' 

wobei wir die partiellen Differential -Coefficienten auf den Berührungspunct 
beziehen. Diese Gleichung ist aber identisch mit der Gleichung (2.). Da 

tili 

nemlich auch -i— eine homogene Function und vom (m— l)ten Grade ist, so 

kommt: 

d'U , d'V d'V . d'U ^ , -, dV 

dW 

Der erste Theil dieser Gleichung ist aber nichts Anderes als i*— r — , so 
dafs also: 



dp ^ ^ dp 

Auf ganz analoge Weise ist auch: 

__ = 2(m-l)-^, 

Die gegebene Curve hat also mit der durch die Gleichung (4.) dargestellten 
Linie zweiter Ordnung in dem gemeinschaftlichen Puncto eine gemeinschaft- 
liche Tangente. 

Wenn wir die Gleichung (4.) und die Gleichung der gegebenen Curve 
zweimal differentiiren, so kommt offenbar: 

(PW = 2d'U, 
wenn wir nach der Differentiation für die veränderlichen Gröfsen die Coor- 
dinaten des Berühruugspunctes substituiren. Die durch die Gleichung (4.) 
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dargestellte Linie zweiter Ordnung hat also mit der gegebenen Curve in 
dem auf derselben gegebenen Punct einen Contact zweiter Ordnung. 

45. Es ist leicht einzusehen, dafs wir för jeden beliebigen auf der 
gegebenen Curve gegebenen Punct unmittelbar, nicht nur die Gleichung der 
Tangente, sondern auch die Gleichungen osculirender Cnrven erhalten. Wenn 
der Grad der gegebenen Curve eine Zahl ist, so kommen wir, indem wir 
den Grad der Osculation immer steigern, endlich zu der Gleichung der ge- 
gebenen Curve selbst; wenn hingegen jener Grad ein Bruch ist, so kommen 
wir auf dem angezeigten Wege zu Gleichungen nach allen Ordnungen oscu- 
lirender Curven. 

Hier würde es uns zu weit fähren, wenn wir in ausführliche Ent- 
wicklungen über das neue Coordinatensystem eingehen wollten. Um schliefs- 
lich noch ein Beispiel der Behandlungsweise zu geben, wähle ich den Beweis 
eines allgemeinen Satzes. 

Charakteristische Eigenschaft der Curven aller Grade. 

46. Wenn irgend eine Curve des mten Grades und irgend ein Punct 
gegeben sind, so lassen sich, wie bekannt, im Allgemeinen, von dem gege- 
benen Puncto an die gegebene Curve mlm—i] Tangenten legen, und alle 
m^m—i) Berührungspuncte liegen auf einer Curve des ^m— l.ten Grades. Diese 
Curve hat man die Polarcurve des gegebenen Punctes in Beziehung 
auf die gegebene Curve genannt (courbe polaire du point par rapport 
ä la courbe directrice proposee].*) Wenn wir diese Benennung beibehalten, 
so haben wir folgenden Satz: 

Wenn irgend eine Curve des mlen Grades und irgend 
n Puncte, die auch beliebig zusammenfallen können, gegeben 
sind, und wir construiren die Polarcurve des ersten gegebenen 
Punctes in Beziehung auf die gegebene Curve, construiren, in 
Beziehung auf diese zweite Curve, die Polarcurve des zweiten 
gegebenen Punctes, dann, in Beziehung auf diese dritte Curve, 
die Polarcurve des dritten Punctes und so fort, bis wir endlich 
zu einer Polarcurve des itten Punctes, die vom ^m — n'ten Grade 
sein wird, gelangen: so ist diese Curve identisch dieselbe, in 
w*elcher Ordnung wir auch die gegebenen Puncte mögen auf ein- 
ander folgen lassen. 

*) Recherches sur les lois g^nerales qui regissent le$ courbes algibriques, Par M. Bo^ 
billier. Gerg. Ann. XIX, p. 110. 
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Die Polarcurve der (w— ii}ten Ordnung können wir also auf ä 2 

verschiedene Arten construiren und erhalten zuvor n verschiedene Curven 
der (m— i3+l)ten Ordnung, in Beziehung auf welche die Polarcurven der n 
gegebenen Puncte dieselbe Curve sind. Wenn z. B. m = ii+l, so erhalten 
wir n Linien zweiter Ordnung, in Beziehung auf welche die Polaren der n 
gegebenen Puncte dieselbe gerade Linie sind. 

Um den vorstehenden Satz zu beweisen, wollen wir der Kärze halber 
die Gleichung der gegebenen Curve mten Grades, bezogen auf drei Coordi- 
natenlinien, durch 

£7=0 
bezeichnen. Alsdann ist: 

die allgemeine Gleichung der Tangente, wenn wir die partiellen DiiFerential- 
Coefficienten auf den Berührungspunct beziehen und p^ q und r als veränder- 
lich betrachten. Bezeichnen wir hingegen die Coordinaten irgend eines Punctes 

durch p', q'y r\ und betrachten -j- ^ -j-, -t-~ als Functionen (m— Ijten Gra- 
des der veränderlichen Gröfsen p, q und r, so erhält man: 

dU , dV ,^ dU , 

für die Polarcurve des Punctes (r, q*, p\) in Beziehung auf die gegebene 
Curve. Nehmen wir nach einander für den Punct (r\ q', p') die drei Co- 
ordinatenpuncte (r', 0, 0), (0, q\ 0) und (0, 0, /?'), so verwandelt sich 
die letzte Gleichung nach einander in folgende drei: 

— =0 — = — = 0- 

dr ' ^? ^ dp 

in die Gleichungen dreier Curven (m— l)ten Grades, der Polarcurven des 
ersten, zweiten und dritten Coordinatenpunctes. Hiernach erhalten wir ferner 
für die Polarcurven des zweiten und ersten Coordinatenpunctes, in Beziehung 
auf die erste und zweite dieser drei Curven, folgende Gleichungen: 



drdq ' dqdr 

Die ersten Theile dieser beiden Gleichungen sind nach den Grundregeln 
der Ditferentiation der Gleichungen mit mehreren veränderlichen Gröfsen 

5* 
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identisch dieselben. Hierin liegt der Beweis des obigen Satzes fflr den Fall, 
dars n = 2. Indem wir je zwei der drei gegebenen Puncte zusammenstellen^ 
erhalten w^r also folgende drei Polarcurven (w — 2}ter Ordnung: 

drdq '* drdp ' dqdp 

Fflr die drei Polarcurven des dritten^ zweiten und ersten Coordinatenpunctes, 
in Beziehung auf die erste ^ zweite und dritte dieser drei Curven, erhalten 
wir ferner nach dem Vorstehenden sogleich: 

d' V ^Q d'V ^ ^ JJL^^Q. 

drdqdp ^ drdpdq ^ dqdpdr 

Gleichungen des (m~3)ten Grades^ die alle drei identisch sind. Hierin liegt 
der Beweis unseres Satzes für den Fall, dafs i» = 3. 

Um weiter zu gehen, wollen wir lieber wieder von der allgemeinen 
Gleichung (1.), die wir, der Kürze halber, U' = schreiben, ausgehen. In 
Beziehung auf die bezügliche Curve erhalten wir alsdann für die Polarcurve 
irgend eines zweiten Punctes {r\ q'\ p') folgende Gleichung: 

oder, wenn wir entwickeln: 

Tp^PP +-dpd,^P'i-^P 1 '■^-dfW^P'' +P''^ + i^rgg 

U K t n . ff r N . U C 



Diese Gleichung ist symmetrisch in Beziehung auf p\ q\ r und p\ q\ r". 
Bezeichnen wir dieselbe, der Kürze halber, durch t^" = 0, so kommt: 

i/f" f//'" ^/T" 

dp P -^-rfT^ '^'dT" =^' 

für die Gleichung der Polarcurve eines dritten Punctes y'\ q\ p"\ Ent- 
wickeln wir die letzte Gleichung, so kommen wir zu einer Gleichung, die 
in Beziehung auf die Coordinaten der drei Puncte symmetrisch ist: und. wenn 
wir auf diese AVeise bis zu n Puncten fortschreiten, so erhalten wir offenbar 
eine Gleichung des ^wi~wMen Grades, die in Beziehung auf die Coor- 
dinaten aller n Puncte symmetrisch ist. Hierin liegt der allgemeine 
Beweis unseres Satzes. 

Dieser Satz lafst sich nach der Theorie der Reciprocitat verdoppeln 
und dann auch auf den Raum übertragen. 
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2. 

Einige stereometrische Sätze, 

mit Bezug auf die Aufgaben Bd. IL Hft. 3. S. 292. No. 66. 

(Vom Herrn Professor Dr. Grunert zu Brandenburg.) 



1. 

Uie erste der beiden a. a. 0. vorgelegten Aufgaben: 

,,Wenn beliebige Puncto in einer und derselben Ebene, in 
beliebiger Zahl n, zu zweien durch gerade Linien, so ver- 
bunden werden, dafs sich die verbindenden Linien nicht 
schneiden, so soll man finden, auf wie vielerlei Arten diese 
Verbindung möglich sei, ob die Zahl der verbindenden 
Linien verschieden, und welche die gröfste, welche die 
kleinste Zahl sei,^^ 

gestattet folgende einfache Behandlung. 

2. 
Durch die angegebene Construction erhält man ein Netz von Drei- 
ecken, welches von einem gewissen convexen Polygon eingeschlossen wird. 
Die Zahl der Spitzen dieses Polygons sei = Ar, die Zahl der innerhalb des- 
selben liegenden Linien = x, die Zahl aller Linien = l, die Anzahl der Drei- 
ecke = d, so erhellet leicht die Richtigkeit folgender Gleichungen : 

3d—k . 2x+k 
X = — 71 — ^ a ~ 



2 ' 3 

Setzt man nun den rechten Winkel = 1 , so ist die Summe der Winkel aller 
Dreiecke des Netzes 

2(2x + k) 

^"" —^—^—^—^^^-^-^^ • 

3 
Da aber die Summe der Winkel am Umfange des einschliefsenden Poly- 
gons =2&— 4 ist, und um jeden der n — k Innern Puncto vier rechte Winkel 
liegen, so ist obige Summe auch 

= 2ä-4 + 4(»-&}=4ii-2&-4. 
Setzt man diese beiden Werthe einander gleich, so erhält mau: 

j; = 3(w-l)-2*. 



38 2. Grunert, einige stereometrische Sät:ie. 

Es ist aber offenbar l=x+k, also: 

1. / = 3(«_l)-/r^ 

und, wie leicht aus dem Obigen folgt: 

2. rf = 2(»-l)-A, 
woraus durch Subtraction: 

3. /-rf = «-1, 
d. h. die Differenz zwischen der Anzahl der verbindenden ge- 
raden Linien und der Anzahl der Dreiecke ist immer um Eins 
kleiner als die Anzahl der gegebenen Puncte. 

Die gefundenen Formeln würden übrigens, wie leicht in die Augen 
fällt, auch gelten, wenn das einschliefsende Vieleck nicht gerade ein con- 
vexes wäre. 

3. 

/ und rf erhalten also ihre j^, . | Werthe, wenn Ar seinen | xp »^ | 

Werth erhält. Offenbar ist aber Min. Ar = 3, Max. k = n. Also 

4. Max. / = 3(«-2), 3Iin. / = 2«-3, 

5. Max.rf=^2w — 5, Min. rf = «— 2. 

4. 
Eliminirt man n aus (1.) und (2.), so erhält man: 

6. 2/-3rf=A, 
d. h. die Differenz zwischen der doppelten Anzahl der verbin- 
denden Linien und der dreifachen Anzahl der entstandenen Drei- 
ecke ist immer der Anzahl der Seiten des einschliefsenden Po- 
lygons gleich. 

5. 
Ist in einem von lauter Dreiecken eingeschlossenen Polyeder die An- 
zahl der Kanten = fi^^ die Anzahl der Ecken = £^ die Anzahl der Seiten- 
flächen = Fy so läfst sich eine Seitenfläche als einschliefsendes Polygon der 
übrigen betrachten, und man erhält aus (1.) und (2.) für A = 3: 

7. ff=3-jB-2), F=2(E-2), 
wobei zu bemerken^ dafs man zu dem aus (2.J erhaltenen Ausdrucke für F 
noch 1 für das als einschliefsendes Polygon betrachtete Dreieck addiren mufs. 
Diese Resultate werden durch den Euler'schen Satz, nach welchem 

E+F = K+2 
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ist, bestätigt. Sind nemlich die Seitenflächen lauter Dreiecke, so ist offenbar: 

3F 2K ^ 



F= 2(£:-2), /f = 3(E-2:, 



wie vorher. 



6. 
Als Maafs eines körperlichen Winkels wollen wir, uns nun näher 
zu der zweiten a. a. 0. vorgelegten Aufgabe wendend, das zwischen den 
ihn begränzenden Ebenen enthaltene Segment einer aus seiner Spitze als 
Mittelpunct mit dem Radius = 1 beschriebenen Kugelfläche betrachten, und der 
sphärische Octant soll die Einheit der körperlichen Winkel, der Kreisquadrant 
für denselben Radius die Einheit der ebenen Winkel sein. 

In einem beliebigen Tetraeder bezeichne man die den körperlichen 
Winkeln A, B, C, D gegenüber liegenden Seitenflächen durch a, b, c, c/, 
und die von je zwei Seitenflächen eingeschlossenen Flächenwinkel durch die 
beiden diesen Seitenflächen entsprechenden Buchstaben, in Parenthesen ein- 
geschlossen, so hat man nach einem sehr bekannten Satze vom sphärischen 
Dreieck : 

A = (6c;. + (W) + (crf)-2, 
B = (ac) + (orf) + (crf)-2, 
C = {ab) + {ad) + {bd)-2, 
D = (a6, + (ac:. + (6c)-2; 
A+B+C+D^2{iab) + {ac) + {ad) + [bc)-\-{bd) + {cdj\-8 

folglich, wenn man die Summe der körperlichen Winkel durch S, die Summe 
der Flächenwinkel durch ^ bezeichnet: 

8. S = 2-2"- 8, 

d. h. in jedem Tetraeder ist die Summe der körperlichen Winkel 
um 8 kleiner als die doppelte Summe der Flächenwinkel, oder 
gleich der doppelten um vier verminderten Summe der Flächen- 
winkel, Alles in den obigen Maafsen ausgedrückt. 

7. 
Eine beliebige Pyramide von a Seiten kann immer in a — 2 Tetra- 
öder zerlegt werden. Für diese einzelnen Tetraeder ist in leicht zuver- 
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Stehenden, den obigen ähnlichen Zeichen: 



Sa-2 = 2^«_2 — 8; 
S| + S2 + S3 + --.. + S„.2 = 2|-2', + -2'2 + -S'3+..-. + -2'«_2!-8(a-2). 
Sind nun 5, ^ die Summen der körperlichen- und Flächenwinkel der Pyra- 
mide^ so ist offenbar: 

S = Si + S2 + S3+'-"+S«_29 

und, weil in der Grundfläche oe — 3 Diagonalen gezogen sind, an deren jeder 
zwei Flächenwinkel der Tetraeder liegen, welche Nebenwinkel von einander, 
und folglich zusammen == 2 sind: 

woraus : 

S = 2|:S+2(a-3)|-8(a-2), 

9. S = 2-S-4(a-l), 
d. h. in jeder Pyramide ist die Summe der körperlichen Winkel 
gleich der doppelten Summe der Flächenwinkel, weniger der 
vierfachen um Eins verminderten Seitenzahl der Pyramide. 

8. 
Ein beliebiges Polyeder werde von a Dreiecken, 6 Vierecken, c Fünf- 
ecken, d Sechsecken, u. s. f. eingeschlossen. Innerhalb desselben nehme man 
einen beliebigen Punct an, und ziehe von demselben nach allen Ecken ge- 
rade Linien, so wird das Polyeder in a dreiseitige, b vierseitige, c fünfseitige, 
d sechsseitige, u. s. f. Pyramiden zerlegt. Bezeichnet man nun die Winkel- 
summen in allen a dreiseitigen, b vierseitigen, c fOnfseitigen, d sechsseitigen, 
u. s. f. Pyramiden durch: 

(Si]^ 1,54;, (S5), (S,i), . . . .; 

so ergiebt sich aus dem Bewiesenen leicht: 

[Ss] = 2tJS'3}-4.2a, 
(S,: = 2::r,}-4.36, 
{S,) = 2:-2;}-4.4c, 

[S,} = 2:-s;o-4.5rf, 
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= 2|(-^)+(-24) + (-2;) + (-S'6) + ..-.}-4(2a + 36+4c+5rf+....). 
Sind aber S, 2 die Winkelsammen des Polyeders, E die Anzahl seiner 
Ecken, folglich auch die Anzahl der von dem innerhalb angenommenen 
Pancte an die Ecken gezogenen geraden Linien, um deren jede; 4 rechte 
Winkel liegen; so erhellet leicht, dafs 

S = {S,) + {S,) + {S,) + {S^) + 8, 

Also 

Sf+8 = 2|:S+4£;|~4(2a+36 + 4c + 5d4----X 
S = 2-5'-4(2a+36+4c+5rf+ 2E + 2). . 

Nach einer bekannten Folgerung aus dem Euler'schen Satze (Grelle' s 
,,Lehrbach der Elemente der Geometrie. II. Berlin 1826. §. 546. 
4.") ist aber 

2E = 4+a + 26 + 3c+4rf+^e + . ... 
Also 

S = 2-2'-4t 2o + 36 + 4c+5d+....+2 

J-^a-26-3c-4d 4! 

= 2-r-4(a+6 + c + rf+ 2). 

Die Anzahl der Seitenflächen, welche wir durch F bezeichnen wollen, ist 
aber ofl'enbar = a+6+c+d+""9 und folglich: 

10. S = 2-2-4(F^2), 

d. h. in jedem Polyeder ist die Summe der körperlichen Winkel 
gleich der doppelten Summe der Flächenwinkel, weniger der 
vierfachen um 2 verminderten Anzahl der Seitenflächen. 

Für die aseitige Pyramide ist F=a + 1, woraus S = 2-2*— 4(a — 1}, 
ganz wie oben (7.). 

Man kann die Gleichung auch so schreiben: 

11. 22 ^S = 4(F-2), 

und es ist folglich, da immer F>>2 ist, in jedem Polyeder: 

12. 2-S'>S, 2>\S. 

Aach erhellet aus (11.) f ^^^^ 'i2—S immer eine durch 4 tbeilbare ganze 
Zahl ist. 

9. 
Nach dem Euler'schen Satze ist F—2~K—E. Also auch 

13. 22 -S = 4(ir-£;), 

OreUe't Jonnud d. M. V. Bd. 1. Bft. 6 
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SO dafs also in jedem PolySder der Unterschied zwischen der 
doppelten Summe der Flfichenwinkel nnd einfachen Summe der 
körperlichen Winkel dem vierfachen Unterschiede der Kanten 

und Ecken gleich ist. 

gmjp 

Ist das Polyöder von lauter a Ecken eingeschlossen, so ist K^-^^ 
woraus mittelst des Eu 1er 'sehen Satzes sich leicht ergiebt: 

14. F-2 = ^(^, 8^22-^^^. 

Also fflr a = 3, d. h. ffir Körper, welche von lauter Dreiecken begränzt sind : 

15. S = 2S-8iE-S). 

10. 
Ist das Polyeder regulär, so sei jeder Körperwinkel = W, jeder Flfichen- 
winkel =ip, so ist offenbar S = EW, 2—Ku). Folglich nach (13.): 

16. %Kw-EW='A{K-E) = ^{F-2). 
Also fQr das regulfire TetraSder: 

17. 12ip-4»r=8, Zu>-W=2. 
Fflr das Octaeder: 

18. 24ip-6fr=24, 4ip-H^=4. 
FQr das Icosaeder: 

19. 60ip-12jy=72, 5ip-H^=6. 
FQr das Hexaeder: 

20. 24ip-8H^=16, 3ip-JV=2. 

Fflr das Dodecaeder: 

21. 60ir-20Tr=40, 3ip-H^ = 2, 

Das Tetraeder, Hexaeder und Dodecaeder haben also die ge- 
meinschaftliche Eigenschaft, dafs 3fr-H^=2, 3ip=H^-f2, d.h. 
dafs der dreifache Flfichenwinkel dem um zwei yergröfserten 
körperlichen Winkel gleich ist. 

11. 

Bezeichnet @ die Summe aller ehenen Winkel der Seitenflächen des 
Polyeders, so ist (Grelle a. a. 0. IL S. 679.): 

@ = 4(J5-2), E = i@+2, 
woraus sich mittelst (13.) leicht ergiebt: 

22. 2:S+®-S = 4(ir^2); 
folglich ist z. B. im Tetraeder, wo. JT s= 6 ist : 

2-S+@-iS = 16. 
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Ist das Polyeder von lauter a Ecken eingeschlossen , so ist @ = (2a — 4)jP^ 
woraus mittelst (10.): 

23. S^2S+^^6, 

folglich ffir von lauter Dreiecken eingeschlossene Körper: 

S-2-S+2<S = 8, S-8 = 2(-r-@). 

12. 
Erweitert man die Seitenflächen des Polyeders Ober die Ecken hinaus, 
so entsteht an jeder Ecke ein körperlicher Winkel, welcher als Scheitel- 
winkel dem entsprechenden innern Körperwinkel gleich ist. Jeder aufserhalb 
entstehende Körperwinkel hat eben so einen ihm gleichen ScheitelwinkeL 
Setzen wir die Summe der äufsern Körperwinkel « S'^ so ist offenbar 25'+ 
2S = 8J5, S' + S = 4E; folglich nach (10.): 

4E-S' = 2-S'-4(F~2), 
woraus leicht folgt: 

24. Sf'+2-2' = 4(JS; + F}-8 = AK, 
d. h. in jedem Polyeder ist die Summe der äufsern Körperwinkel 
nebst der doppelten Summe der Flächenwinkel der vierfachen 
Anzahl der Kanten gleich, und also auch S'+22 immer eine 
durch 4 theilbare ganze Zahl. 

13. 
Von diesen Sätzen läfst sich auf die zweite a. a. 0. vorgelegte Aufgabe: 
„Beliebige Puncte im Räume, in beliebiger Zabl n, werden 
zu zweien durch geraden Linien, und zu dreien durch Ebe- 
nen immer so verbunden werden können, dafs sich die ver- 
bindenden Linien und Ebenen nicht schneiden. Es fragt sich, 
auf wie vielerlei Arten diese Verbindung möglich sei, ob 
die Zahl der verbindenden Linien und Ebenen verschieden, 
und welche die gröfste, und welche die kleinste Zahl sei,^^ 
folgende Anwendung machen. 

14. 
Durch die angegebene Construction wird immer ein in mehrere Te- 
traeder zerlegtes convexes Polyeder erhalten. Die Anzahl seiner Ecken sei 
= k, die Anzahl der verbindmiden Linien ^ l, die Anzahl der verbindenden 
Dreiecke » d, die Anzahl aller Tetraeder == t. Die Anzahl der auf der äufsern 
Oberfläche des Polyeders liegenden Linien und Dreiecke sei = x und » y, 

6* 
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die Anzahl der ionern Linien und Dreiecke aber = x' nnd = y\ so ist offenbar 

x+x'=:l, y + y' = rf. 

Da ferner jedes Tetraeder vier Dreiecke zu Seitenflächen hat, so erhellet 
leicht die Richtigkeit folgender Gleichung: 

Auch ist nach (7.) 

aj = 3ft-6, 9 = 2Ä-4. 
Folglich 

4«-2*+4 = 2y', 2t-k+2 = y' = d-2k+4, 

25. d-2t = k-2. 
Ferner ist in den einzelnen Tetraedern, wenn man sich einer Ähnlichen Be- 
zeichnung wie oben (8.) bedient: 

S, = 2-2', -8, 

Ö2 = 2J2]j— 8, 
S3 = 2S^ — 8, 



S, = 2-^,-8; 

Da nun n—k Puncte innerhalb des Polyeders liegen, und die Summe der 
körperlichen Winkel an jedem dieser innern Puncte = 8 ist, so erhellt so- 
gleich, dafs, wenn S, JS die Summen der Körper- und Flachenwinkel des 

Polyeders sind: 

Si+S2 + Si+'^'+S = S+8(n-*), 

und eben so leicht, dafs 

-Z'i+-2i + -2'3H + -2*, =:S'+4j5' 

= -S+4(/-a:) = -2+4(/-3*+6) 
ist. Folglich hat man: 

S+8(i*-*) = '2-r+8(/-3*+6)-8f. 

Da aber die Anzahl der Seitenflächen = y = 2& — 4 ist, so ist nach (10.) 

S = 2-S'-4(2*-6), 

welches, fflr S in obige Gleichung gesetzt, nach einigen leichten Reduc- 

tionen giebt: 

26. /-/ = n+*-3. 

Eliminirt man t aus (25.) und (26.), so erhält man 

27. 2l-d = 2n+*-4, 

und, wenn man aus derselben Gleichung, oder auch aus den beiden letzten, 

A eliminirt: 
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28. l+t-d = ii-l, 
d. h. die Summe aller verbindenden Linien and Tetraeder we- 
niger der Anzahl der Dreiecke ist immer am Eins kleiner als 
die Anzahl der gegebenen Puticte. 

15. 
Mittelst vorhergebender Analysis ergeben sich also nur zwei Glei- 
chungen, [(25.) und (26.)], zwischen den drei Gröfsen l, d, t; und diese 
Gröfsen können folglich blofs durch n und k nicht bestimmt werden, vielmehr 
mufs immer noch eine dieser drei Gröfsen gegeben sein, wenn man die beiden 
andern finden soll. Da hier offenbar Min Ar = 4, Max & = ii ist, so ergiebt 
sich aus den gefundenen Gleichungen leicht: 

29. Max(d-2/)= n-2. Min (d-20 = 2, 

30. Max (/-<) =2n-3. Min (l-t) =«+1, 

31. Max (2/- d) = 3n-4, Min (2/-d) = 2n, 

und die 1^1 .^.^1 Werthe dieser Differenzen treten ein, wenn die 
(Kleinsten) ^ 

Anzahl der Ecken des einschliefsenden Polyeders am }|f/ . *®'*} ist. 

^ (kleinstem 

Auch folgt hieraus leicht: 

l Max (d- 20 -Min {d-2t)] 
32: = Max (/-/)-Min (/-i)( = 11-.4, 
( = Max (2/- d) - Min (2/- d) \ 
so dafs also die Unterschiede zwischen diesen Maximis und 
Minimis alle einander gleich, nemlich alle = i»^4 sind. 

Eben so construirt man mittelst der gefundenen Formeln leicht fol- 
gende Tafel. 
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16. 
Die Zahl der Pnncte, in welchen 3, 4, 5, 6, u. s. f. verbindende 
Linien znsammenstofsen, sei Oi, bi, Ci, di, u. s. w., so erhellet leicht, dafs 

ist, woraus sich mittelst (36.) and (25.) leicht ergebt: 

34. t = ^.+ g^ + 3fi + 4d,+- ^^^3^ 

35. d = ai+2^+3ci+4di+ *+4, 

so dafs also immer sowohl 3ai+46i+5ci+6di+****, als anch 
ai+2bi+Sci+4di+'''' eine gerade Zahl, und die Anzahl der Drei- 
ecke gerade oder ungerade ist, je nachdem die Anzahl der Ecken 
des einschliefsenden Polyeders gerade oder ungerade ist. 
Da 

/ = a,+ 26,+ 2c,+ 3rf,+ 3e,+».>+ '''"^'''"^''^"^^'"^"" 

ist, so ist auch immer ai+Ci+ßi+^i+*'*-9 d. L die Gesammtzahl 
aller der Puncto, in welchen verbindende Linien in ungerader 
Anzahl zusammenstofsen, eine gerade Zahl. 

17. 
Bezeichnet man femer durch a'y b'y c', if, u. s. w. die Zahl der Ver- 
bindungslinien, in denen 2, 3, 4, 5, u. s. w. Dreiecks -Ebenen zusammen- 
stofsen, so erhellet leicht, dafs 



.. .. 



ofi j 2(if+36'+4c'+5<l'+ 
do. O = ö 

also immer 2a'+36'+4c'+5<r-| eine durch 3 theilbare Zahl ist. 

18. 
Da 

2/ = 3«i+ 4*1+ 5ci+ 6rfi+ 

3d = 2a'+' 36'+ 4c'+ 5«r+ 

6/ = 9a,+126i+15ci4-18di+ 

ist, so erhalt man nach (27.): 

9a,+ 126i+l 5ci+l 8di+ 

= 2a'+36'+4c'+ 5d'+.—+6« +3Ä-12 

= 3ax+66,+9ci+12d,H +6(ai+ 6i+Ci+diH ) 

= 3«i+66,+9ci+12d,+ - — + 6«, 



' • • • • 
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Folglich ist immer 

^^- i_(2a'+36'+4c'4-5rf'+....)t ~ ^ ^ ^ 
eine durch 3 theilbare Zahl. 

19. 
Da offenbar 

/ = a'+ b'+ c'+ d'+ 

6/ = 6a'+66'+6c'4-6d'+ 
3rf = 2o'+36'+4c'+5rf'+- 
ist, so ist 

61- dd = 4o'+36'+2c'+<r-/'-2^'-3A'- 

= 6« + 3ä-12 [M. V. (27.)]; 
folglich immer 

38. 4a' + 3b' + 2c'+d!=6n+3k-\2+f+ 2g' + 3h' + 

oder auch: 

39. /'+2^'+3A'+4i'+.... = 4a'+36'+2c'+«r-6ii~3*+12. 

20. 
Ans dem Vorhergehenden hat man: 

folglich 

Also 

2/=3n+2A, d=ii + |i+<y; 

2l-d = 2n+il-d = 2n+k-4 [S. (27.)]; 

40. iA-(r = *-4, 4i-3(y = 3(*-4). 

Also ist 4^— 3d immer eine durch 3 theilbare Zahl, die, von n 

völlig unabhängig, blofs durch k bestimmt wird. 

41. Min (4A-3(J) = 0, Max (4X-3(y) = 3(«-4). 

Im TetraSder ist ft = 4; also im Tetraeder immer 4l = Sd, oder 

2 (6i+ 2c,+ 3rf,+ 4ex+ .••.) = *'+ 2c'+ 3d'+ 4«'+ • • • • 

Ueberhaupt ist immer 

2 (6i+2ci+3d,+4c,+ •...)- (6'+ 2c'+ 3d'+ 4c'+ -..) = 3(*-4), 
42. 26i- b'+ 2 (2ci-c') + 3 (di- «T) + 4 (2ei+ e') + • — = 3 (Ä- 4) 
auch immer eine durch 3 theilbare Zahl. 
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21. 

Mittelst (25.), (26.), (27.), (40.) erhält man ohne Schwierigkeit: 

43. {d = w-&+4+2A = n4-2(i&-l) + |(r, 

22. 

Zwischen den drei Gröfsen l, d, t haben wir die beiden Gleichungen : 

rf = 2/-2ii-&+4, / = /-fi-* + 3 (27. 26.}, 

wodurch also diese Gröfsen nicht völlig bestimmt werden. Übrigens fällt 
leicht in die Augen, dafs die Lage der gegebenen Puncto im Räume so un- 
endlich verschieden sein kann, dafs auch diese Gröfsen unendlich viele 
Werthe haben können. Die eine derselben mufs gegeben sein, wenn die 
Bestimmung der beiden andern möglich sein soll. Indessen erhellet aus 

obigen Gleichungen, dafs rf, / am j^i . . | werden, wenn / am |^. ^?^\ 

ikleinsteni 
.f . I wird. Es wird aber offenbar / am kleinsten 

werden, wenn die gegebenen n Puncte eine solche Lage im Räume haben^ 
dafs sie alle in einer Ebene liegen, und wenn sie ferner in dieser Ebene 
so liegen, dafs / ein Minimum in derselben wird. Nimmt man nun hierzu, 
dafs in diesem Fälle offenbar ^ = ist, so erhält man nach (4.) und (5.): 

44. Min / = 2n-3. Min d = n-2. Min / = 0. 

Setzt man in den obigen Gleichungen für d, t den gröfsten Werth von k, = n, und 
i=2it-3, so wird d = 4fi-6-2ii-fi + 4 = fi~2, /= 2fi-3-fi-fi+3 = 0, 
wie vorher. 

23. 
Auf der andern Seite erhellet eben so leicht, dafs n gegebene Puncte 
im Räume gewifs immer eine solche Lage gegen einander haben können, 
dafs wenn sie je zwei durch gerade Linien verbunden werden, diese ge- 
raden Linien sich nicht schneiden, wenn sie sich auch gegenseitig durchkreuzen 
können. Die Anzahl dieser Linien ist = ^ii(fi— 1), und gröfser kann die An- 
zahl der verbindenden Linien nie werden. 
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24. 

Es entsteht nun die Frage , ob, wenn n Puncte flberhanpt zu zweien 
so verbunden sind, dafs die verbindenden Linien sich nicht schneiden, diese 
Puncte dann auch immer zu dreien durch sich nicht schneidende Ebenen 
verbunden werden können. Wir wollen einmal annehmen, dafs dies fflr 
jede »— 1, durch sich nicht schneidende Linien zu zweien verbundene 
Puncte gelte, und man habe nun n Puncte, die ebenfalls durch sich nicht 
schneidende Linien zu zweien verbunden sind. Man denke sich einen dieser 
Punkte Ay also auch alle von demselben ausgehende gerade Linien AB^ AC^ 
ADy AE u. s. w., hinweg, so sind die fibrigbleibenden n—i Puncte offenbar 
noch durch sich nicht schneidende gerade Linien zu zweien verbunden, und 
können folglich nach der Annahme auch durch sich nicht schneidende Ebenen 
zu dreien verbunden werden. Nun setze man A nebst den Linien AB, AC, 
AD, AE, u. s. f. wieder, und lasse von jenen Ebenen alle die hinweg, von 
welchen diese Linien geschnitten werden, so wird ein Polyeder zurückbleiben, 
dessen Oberfläche entweder einen concaven Theil hat, in welchem die Puncte 
B, C, D, E, u. s. f. liegen, oder aus welchem innerhalb gewissermafsen ein 
Polyeder, dessen Ecken dieselben Puncte sind und in dessen innerem Räume 
der Punct A liegt, herausgeschnitten ist. Legt man nun durch den Punct A und 
die sich nicht schneidenden Linien, welche die Puncte B, C, D, E, u. s. f. 
verbinden. Ebenen: so werden nun offenbar auch die im Räume gegebenen, 
durch sich nicht schneidende gerade Linien verbundenen n Puncte, durch 
sich nicht schneidende Ebenen zu dreien verbunden sein, so dafs also unser 
zu beweisender Satz ffir n Puncte gilt, wenn er fflr n—X Puncte gilt. Für 
vier Puncte im Räume gilt er aber offenbar immer, und ist demnach allge- 
mein. Für fünf Puncte A, B, C, D, E (Taf. L Fig. 6.) sei z. B. die Zahl 
der sich nicht schneidenden verbindenden Linien = 10, so sind die sich nicht 
schneidenden verbindenden Ebenen ABC, ABD , ABE, ACE, ADE, BCD, 
BCE, BDE, CDE an der Zahl = 9, wie es nach unsern Formeln auch sein 
mufs, da rf = 2/~2»~&+4 = 2.10-2.5-5 + 4 = 9. 

25. 
Da nun die möglichst gröfste Anzahl von /=4n(ft — 1) war (23.), 
da diesen sich nicht schneidenden Verbindungslinien immer eine gewisse An- 
zahl sich nicht schneidender Yerbindungs- Ebenen (24.) und dadurch gebil- 
deter Tetraeder entspricht, und da aus dem Maxime von / und Hinimo von 
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k das Maximum von d und t resaltirt (22.)9 das Minimum von k aber offen- 
bar =4 ist, so ist nach (22.): 

Max d = fi(n-l)-2n-4 + 4, 

Max / = in(fi-l)-n-4 + 3, 
woraus sich leicht ergiebt: 

45. Max /=in(fi-l), Max d = n(n-3), Max /= 4n(n-3)-l. 

Fär 11 = 5 z. B. ist Max /=10, Max rf=10, Max t = 4^ und man findet 
diese Resultate leicht bestätigt, wenn man sich fänf Puncto denkt, von denen 
einer innerhalb des durch die vier andern gebildeten Tetraeders liegt. 
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3. 

Allgemeine und vollständige Berechnung aUer beim 

Gleichgewichte mit Rücksicht auf Zapfenreibung 

vorkommenden Bestimmungsstücke. 

(Von dem Herrn Dr. Q. S. Ohm zu Berlin.) 



S^chon vor längerer Zeit wurde ich durch eine äufsere Veranlassung be- 
wogen, die Probleme der Zapfenreibung in einer gröfseren Ausführlichkeit 
KU behandeln, als diefs gewöhnlich zu geschehen pflegt; dadurch gelangte 
ich zu nachstehenden Resultaten, die mir einer öffentlichen Mittheilung nicht 
unwerth schienen. Die Behandlung solcher Aufgaben wird eine andere, je 
nachdem an der zu berechnenden Maschine Zapfen und Zapfenlager beide, 
oder nur die einen von beiden beweglich sind. Daher werde ich zunächst 
den Fall behandeln, wo die Zapfenlager unverrückbar fest angenommen werden, 
und erst später den andern Fall, wo, wie in der losen Rolle, nicht blofs die 
Zapfen, sondern auch die Zapfenlager als beweglich angesehen werden müssen, 
noch besonders berücksichtigen. Jedesmal aber ist zum leichten Ueberblick 
des Ganzen erforderlich, dafs ich in gedrängter Kürze einige allgemeine 
Eigenthümlichkeiten der Reibung der jedesmaligen Untersuchung voran 
gehen lasse. 

1) Wenn ein beweglicher Körper A mit einem ebenen Theile seiner 
Oberfläche auf der ebenen Fläche eines andern Körpers B^ den wir uns zu- 
nächst unbeweglich denken wollen, ruhet, und nun auf den beweglichen Kör- 
per A Kräfte einwirken, die sich auf 2 andere R und S zurückführen, von 
denen die erste R den Körper A in senkrechter Richtung gegen die Ebene, 
auf der er ruhet, antreibt^ die zweite S aber den Körper A in einer mit der 
gedachten Ebene parallelen Richtung zu bewegen strebt, so mOfste, wenn 
aufser den genannten Kräften keine andern zwischen beiden Körpern thätig 
wären, und die Kraft R in Folge des Widerstandes der Ebene, gegen welche 
sie gerichtet ist, nicht fähig wäre, den Körper A in Bewegung zu setzen, 
dieser Körper doch noch vermöge der Kraft S längs der Ebene, gegen die 
er angedrückt wird, hingleiten, und es müfste, um dieses Verschieben des 
Körpers A an dem Körper B zu verhüten, jenem eine der S völlig gleiche 

7» 
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und ihr gerade entgegengesetzt wirkende Kraft mitgetheilt werden. Die 
Erfahrung zeigt nun zwar^ dafs der bewegliche Körper A durch eine der S 
gerade entgegengesetze KrafI P in Ruhe erhalten wird, wenn P = S^ zu- 
gleich aber auch, dafs diese Ruhe nicht jedesmal unterbrochen wird, sobald 
man die Kraft P kleiner oder gröfser als S nimmt, sondern nur dann, wenn 
diese Verminderung oder Vermehrung einen gewissen, dem Drucke R pro- 
portionalen Werth uR flbersteigt. Das Gleichgewicht erhält sich nemlich 
in dem Körper A so lange, als die Kraft P ihrer Gröfse nach nicht über 
die beiden Grenzen S—fiR und S+jjR hinaus ffillL Dabei bleibt die Zahl 
ju stets dieselbe, wie auch die Kräfte R und S sich ändern mögen, wenn 
nur die an einander geprefsten Ebenen der Körper A und B ihrer physi- 
schen Natur nach fortwährend dieselben bleiben; denn selbst die geometrische 
Form und Gröfse der an einander gedrflckten Ebenen hat, wenn man von 
dem aus der Adhäsion der Theile hervorgehenden Widerstand absieht, auf 
den Werth von ,u keinen Einflufs. Aus dem Vorgebrachten erhellet sonach, 
dafs durch das Aneinanderdrflcken zweier Körper eine Kraft an der Be- 
rfihningsstelle beider erzeugt wird, die einer relativen Änderung dies^ 
Berahningsstellen in der Richtung der Berflhrungs- Ebene nach allen Seiles 
hin in dem Haafse, als sie dazu aufgefordert wird, bis zu einer gewissen 
Stärke sich zu widersetzen im Stande ist. Diese den Charakter eines Wider- 
standes besitzende Kraft nennen wir die Reibung, und die von der physi- 
schen Natur der an einander gedräckten Flächen abhängige ZaU Uy wo- 
durch das Maximum uR der Reibung angezeigt wird, den Reibungsco- 
efficienten. Der Werth des Reibungscoefficienten ist fOr jeden in der 
Anwendung vorkommenden Fall zunächst aus Beobachtungen abzuleiten; dann 
aber ist diese Zahl /i in jeder spätem Rechnung ab eine völlig bekannte 
Zahl stets anzusehen. 

2} Aufgabe 1. Eine horizontale Achse ruht mit ihren beiden 
Zapfen vom Halbmesser q in festen Zapfenlagern, und es wirken« in einer 
s^ikrecht auf diese Achse gestellten Ebene, Kräfte Py Py P'y u. s. f., deren 
Richtungen mit einer zu dieser Ebene gehörigen Horizontallinie*} respective 



*) Es fUlt in die Augen« dab statt der Horizontallinie jede andere Linie von 
unTerittderiicher Bichtnng in der Et>ene genonmien werdoi könnte; aber die horizon- 
tale oder die verticale fbhrt immer zu der leichtesten Ausdnieksweise, weshalb eine 
von diesen lieiden in alloi hier Torkommenden Aufgaben jedesmal zur Bestimmung 
der Lage aller Übrigen Linien gewählt werden wird. 



3. Ohm, über Zapfenreibung. ^ 53 

die Winkel a, a\ a^\ u. s. f. bilden, und deren Entfernungen von der Um- 
drehungs -Achse bezieblicb r^ t\ t^\ u. s. f. sind; man soll die beim Gieicb- 
gewicbt obne Mitwirkung der Reibung vorbandenen Umstände angeben. 

Auflösung. Nennt man S den Druck, weicben die beiden Zapfen- 
lager zusammen gerecbnet beim Gleicbgewicbte obne Reibung zu ertragen 
haben (wobei es bekanntlicb gestattet ist, sieb diesen Druck blofs in der 
Ebene, worin die Kräfte wirken, auf einen in der Verlängerung der wirk- 
lieben liegenden, aber dort nur gedachten Zapfen vorzustellen), und 9 den 
Winkel, weicben die Richtung dieses Druckes mit der angezeigten Horizon- 
zontallinie macht, so geben die bekanntesten Gesetze der Statik fflr die Auf- 
lösung obiger Aufgabe sogleich nachstehende Gleichungen: 

/ 0= Pr ± Fr' ± P'V' ±-.. 

{A.) jiSsiny = Psina + P'sina' + P"sina"+ . . 

(Scosy =Pcosa+P'cosa'-f f cosa"+..- 

Von den doppelten Zeichen in der ersten Gleichung ist das obere zu neh- 
men, wenn die Kraft, zu welcher es gehört, die Ebene in demselben Sinne 
als die Kraft P zu drehen strebt; im Gegenfalle ist das untere Zeichen 
zu setzen. Aus der ersten dieser Gleichungen läfst sich eine der Gröfsen 

P, P^ P\ . . . . , r, t\ t*\ durch alle übrigen bestimmen, und die zweite 

und dritte der obigen Gleichungen dienen dann dazu, die Gröfse des durch 
die Achse gehenden Druckes S sowohl, als den Winkel tp^ unter welchem 
er gegen die Zapfenlager ausgeübt wird^ zu bestimmen. Quadrirt und addirt 
man nemlich die beiden letzten der Gleichungen {A.\ so findet man: 

^ = (Psina+P'sina' + P"sina"-f....)' 
+ (Pcosa+P'cosa'+P"cosa"+....)'; 

« 

dividirt man aber die zweite durch die dritte, so erhält man: 

_ P8ing + Psina^ + P'8iPo''+ •" 

tangy - Pc08a + P'C08a'-i-P'C0Sa"+ ... ' 

3) Aufgabe 2. Es bleibe alles noch ganz so, wie in der vori- 
gen Aufgabe, nur mit dem Unterschiede, dafs jetzt zu den Kräften P^ P\ 
P'y ...., welche unter sich im Gleichgewichte stehen, noch eine neue 
Kraft p hinzukommt, welche mit der Horizontallinie den Winkel rj macht, 
und in der Entfernung d von der Umdrehungs- Achse wirkt; man soll die 
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Umsiftndo aafsacben, anter denen die im Maxime auftretende Reibung der 
Kraft p das Gleichgewicht hält*}. 

Auflösung. Wir denken uns, um diesen Fall an den vorigen eng 
anschliersen zu können , die in den Entfernungen r^ r', r", .... wirkenden 
Kräfte P, P, P", .... auch jetzt noch als solche^ die ohne Rficksicht auf 
Reibung unter sich im Gleichgewichte sich befinden, und nennen noch 
immer S den aus ihnen hervorgehenden Druck, so wie q> den Winkel, 
unter welchem dieser Druck geschieht, so dafs also zwischen den Gröfsen 

P, P\ F\ . . . . , r, r , r", , a, «', a", . . . . , S und (p noch immer 

die vorhin gefundenen Gleichungen {A.) Statt finden. Dagegen wollen 
wir hier noch aufserdem durch S' den Druck bezeichnen, welcher bei dem 
Gleichgewichte unter Mitwirkung der Reibung im Maxime auf die Zapfen- 
lager ausgeübt wird, so wie durch ip' den Winkel, unter welchem es ge- 
schieht. Dies vorausgesetzt, so ist aus der Natur der Reibung, wie sie 
oben beschrieben worden ist, leicht zu entnehmen, dafs sie nur am Umfange 
der Zapfen an der Stelle, wo sich der Druck S* äufsert, und in dem 
Maafso, als sie dazu uuffierorderl wird, hervorgerufen, und in einer Rich- 
tung, die senkrocht auf der des Druckes S' sieht, thätig werden, dabei aber 
die Gröfse fiS' nie übersteigen kann. Es wird also alles noch ganz so wie 
bei der vorigen Aufgabe bleiben, nur mit dem Unterschiede, dafs zu den 
dortigen Krfiflen jetzt noch die Kraft p, welche unter dem Winkel rj in 
der Entfernung d von der Umdrehungs- Achse thätig ist, hinzukommt, und 
noch überdies die Reibung in der Entfernung des Zapfenhalbmessers (f, 
deren Richtung senkrecht auf der Richtung des Druckes S' steht, und die 
jedesmal nach der Seite hin strebt, wodurch sie einem durch die Kraft p 
beabsichtigtem Verschieben der Zapfen auf ihren Lagern gerade entgegen- 
wirkt. Der Winkel, welchen die Richtung der Reibung mit der Horizontal- 
linie macht, ist daher f/)'— 9(y' oder (p'+W^ je nachdem die Kraft p eine 
Ortsveränderung der Zapfenpuncte in demselben oder in entgegengesetztem 
Sinne hervorzurufen strebt, in welchem man das Wachsen der Winkel fesl- 

*) Gerade die All^omeinhcit, in welcher obige Aufgabe gestellt ist, bringt in 
ihre ItehniuUung eine bedeutende Erieiohterung. Wollte man aber die Gröfse p wissen, 
um wolcho eine der Kräfte P, P, P^, ...., z. B. P, vermehrt oder vermindert werden 
kann, ohne dafs unter dem Zutritte der Reibung im Maximo das Gleichgewicht zu 
boHtchen aufhört, 8o darf man nur r statt d setzen, und a statt ti, wenn die Kraft 
P um i> vermehrt werden soll, dagegen a.l.lSO'* statt ly, wenn die Kraft P um p 
vermindert werden soll. 
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gestellt hat. Um jedoch eine daraus entspringende doppelte Betrachtung zu 
vermeiden, wollen wir darin übereinkommen, dars gleich von vorn herein 
alle Winkel a^ a\ a\ ...., 9 und ip' jederzeit nach der Seite hin gezählt 
werden, welche der, wohin die Zapfenpuncte von der Kraft p im Falle einer 
Bewegung getrieben werden, entgegengesetzt ist, was sich aus der Lage 
und Richtung der Kraft p in jedem besondern Falle zum Voraus leicht be- 
stimmen läfst, so dafs der Winkel, den die Reibung mit der Horizontal- 
linie macht, allemal y'-f 90' wird. Beschränken wir uns demnach hier auf 
den Fall, wo die Reibung ihren gröfsten Werth fiS* annimmt*), so erhalten 
wir ganz wie in der vorigen Auflösung zur Bestimmung der Umstände, 
welche das Gleichgewicht unter Mitwirkung der Reibung begleiten, folgende 
Gleichungen : 

/ = ±pd + fiS'Q + Pr ± Pr ± PY ± 

(Ä.) js'siny' = psini7+^S'cosy'+Psina + P'sina'+P"sina"+ 
\S'co3(p' = p cosri — /uS' sin(p'+ P cosa + F cosa'+P'co8a"+ 

Was die doppelten Vorzeichen in der ersten dieser Gleichungen betrifft, so 
gilt für sie nicht nur alles das, was schon bei den Gleichungen (A.) er- 
wähnt worden ist, sondern es ist hier noch aufserdem zu bemerken, dafs 
von den vor p stehenden doppelten Zeichen das obere oder das untere 
genommen werden mflsse, je nachdem p die Ebene, worin alle Kräfte 
liegen, in demselben oder in entgegengesetztem Sinne zu drehen bemüht ist, 
als die Kraft P, und dafs von den zu dem Gliede /uS'q gehörigen Vor- 
zeichen stets das entgegengesetze von dem zu nehmen ist, welches vor p 
gesetzt wird. 

Mit Zuziehung der Gleichungen (A.) gehen aber die Gleichungen {B.} 
in folgende einfachere über: 

pd = ftffS*, 

(C.) (S'(siny'— .acosy') = S sin 9) +p sin 17^ 

Iff {cos(p'+ /Li sin (p') = Scos^+pcosTj. 



• • • ■ 



*) Wenn die Reibung nicht mit ihrem vollen Wertbe ftS\ sondern nur mit 
einem Theile fi'S' jenes Wertbes auftreten soll, wobei natürlicherweise immer /u'<ju 
sein mufs, so bringt dies keinen andern Unterschied hervor, als dafs in den kom- 
menden Gleichungen (fi.) überall fi' statt ft gesetzt werden mufs. Man überzeugt 
sich so ganz einfach, dafs durch die angezeigte Aenderung alle folgenden Resultate 
auch noch für den Fall brauchbar werden, wo nur ein aliquoter Theil der vollen 
Reibung bei der Bildung des Gleichgewichts geweckt werden soll. 
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Aus den beiden letzten der Gleichungen (C.) erhält man nun, wenn man sie 
quadrirt und addirt, folgende neue Gleichung: 

{i + /i')S'^ = 8'+2pS cos i(p-ri)+p\ 
welche, wenn man in sie fär p seinen Werth aus der ersten von den Glei- 
chungen (C.) setzt, äbergeht in: 

und aus dieser erhält man, durch Auflösung derselben, ffir S' folgenden 
Werth : 

fi -|-cos(9--i?)±y (l+iii'--|it'-|r8inXy- »?)) 
S = ä ' S. 

oder, wenn man Zähler und Nenner durch 

A^-j cos (y - 17) + j/( 1 + i^'- iCt' -|r sin^ (y - *?)) 
multiplicirt : 

S' = -. i 

Setzt man nun 

(6.) _f ^ = /; 

so dafs also f eine blofs von ^^ ~ und (p—tj abhängige und eben deswegen 

als bekannt anzusehende Zahl vorstellt, so folgt: 

(a.) S' = f.S, 
und nun aus der ersten der Gleichungen (C.) sogleich auch: 

(6.) p = fi^.f.S. 

Ferner läfst sich mit Hülfe der gefundenen Werthe jetzt auch noch der 
Winkel (p', unter welchem beim Zutritte der Reibung der Druck S' auf die 
Zapfenlager geschieht, aus den beiden letzten von den Gleichungen (C) be- 
rechnen. Die genannten Gleichungen gehen nemlich mit Berücksichtigung 
der eben für S' und p gefundenen Werthe über in: 

Smy— ^COSy = — f^+I^^^^^Vy 

co8(p+iLi>sin(p = —F-^+f^^oosr]. 
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Fflbrt man daher einen positiven hohlen Winkel y von der Beschaffenheit 
ein, dafs langv = ^ ist, welcher Winkel v stets spitz nnd kleiner als 45*' 
sein wird , weil die Zahl fi ihrer Natur nach immer positiv ,nnd kleiner als 
1 ist, nnd setzt man in vorstehenden Gleichungen statt /i überall tangv^ so 
gehen sie auF bekannte Weise in diese Aber: 

iSm{(p—v) = j — ^+~-siny.sinij, 

(0.) ' f 



^cos(y — v) = j — ^+~-sinv.cosi;, 



Da durch die Gleichungen (0.) sowohl der Sinus als der Cosinus von tp^—v 
bestimmt wird, so erhfilt man in jedem Falle den Winkel (p' ohne die ge- 
ringste Zweideutigkeit. Uebrigens wiederhole ich hier noch ein ffir allemal 
die Bemerkung, dafs die bisher aufgestellten Gleichungen und die daraus 
abgeleiteten, welche noch folgen werden, nur unter der Voraussetzung all- 
gemein wahr sind, dass man alle in ihnen erscheinenden Winkel nach der 
Seite hinauf fafst^ die der, nach welcher die Zapfen von der Kraft p zu einer 
Drehung angereizt werden, gerade entgegengesetzt ist, welche Bestimmung 
stets in der Willkflhr dessen liegt, der die Aufgabe bebandelt. 

4) Die Gleichungen (a.), (6.) und {6,) in Verbindung mit der Glei- 
chung ($.) genügen zur Bestimmung aller beim Gleichgewichte unter Mit- 
wirkung der Reibung eintretenden Umstfinde, und sind völlig genau. Der 
leichte Gebrauch dieser Gleichungen in der Ausübung hfingt ganz allein da- 
von ab, dafs die Gleichung ($.) sowohl als die Gleichungen (0.) eine für 
die Rechnung bequemere Form erhalten. Wir werden weiter unten zusehen, 
was sich in dieser Hinsicht noch thun läfst; zuvor aber wollen wir noch einige 
allgemeine Bemerkungen über die in No. 3. erhaltenen Ausdrücke und deren 
Bedeutung macheu. Vor Allem mache ich darauf aufmerksam, dafs der Werlh 
fy wie ihn die Gleichung ( J.) giebt, seiner Natur nach nur positiv sein kann, 
weil ein negativer Werth von f zu negativen Kräften führen würde, die unzu- 
lässig sind, da für jede Kraft alle möglichen Richtungen in die Rechnung 
aufgenommen worden sind, und deswegen das Zeichen — nicht sowohl einen 
Gegensatz in der Richtung, als einen Gegensatz in dem Wesen der Kraft 
anzudeuten hätte, der nicht denkbar ist. Aus diesem Grunde darf von den 
doppellen Zeichen vor dem Wurzelwerthe stets nur dasjenige genommen 
werden, welches zu einem positiven Wertbe von f führt. Dies geschieht 
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xwar in der Regel nor dorch das obere Zeichen , aber in manchen Pillen 
anch, wie wir finden werden, durch das untere. Anfaer den für / sich er- 
gebenden negativen Werthen, welche stets xn verwerfen sind, können fOr f 
unter Umstanden anch imaginire Ansdrficke entstehen. Dies geschieht, wenn 
der anter dem Wurzelzeichen stehende Werth negativ wird. In diesem FaUe 
Ufst sich für / Oberhaupt kein reeller Werth, weder ein positiver noch ein 
negativer, angeben, worin sich eine absolute Unmöglichkeit der Aufgabe aus- 
spricht, die jedoch von einer ganz andern Art ist, als da, wo sich für f 
negative Werthe herausstellen, und die wir weiter unten niher kennen lernen 
werden. Uebrigens versteht sich schon von selbst, dab wenn ein Werth von 
/ von der Auflösung ausgeschlossen werden mufs, auch der dazu gehörige 
Werth von tp'^ selbst wenn er möglich wäre, von ihr ausgeschlossen bleiben 
mflsse, weil beide nicht von einander getrennt aufgefafst werden können. 

Die allgemeine Untersuchung der Natur des fbr / gefundenen Aus- 
druckes iafst sich durch nachstehende Betrachtung blofs auf einen Theil des 
ganzen Bezirkes zurQckfAbren. Da nemlich in dem Ar f gefundenen Aus- 
drucke nur co9{ip^r}) und sin (9 —17)^ und zwar letzterer nur im Quadrate 
vorkommt, so erhilt man fbr f^ man mag dabei die obem oder die untern 
Zeichen gebrauchen, immer noch denselben Werth, wenn man -*(9>— 17) oder 
360^— (9)— 17) statt 9)— 17 in den Ausdruck Ar / setzt, weil nicht nur 

cosx = cos (— x) und sin^ x = sin*(— x), 

sondern auch 

cos X» cos (360^- x) und sin'x= sin'(360"-x). 

Hieraus folgt, dab der Werth von /derselbe ist, wenn nur die Richtung 
von p mit der Richtung von S denselben Winkel, gleichgültig ob nach der 
einen oder nach der andern Seite hin, bildet, und dabei ist es völlig einerlei 
welcher von den beiden Winkeln ip und 17 der gröfsere oder der kleinere 
sei. Man kann sich also bei der Untersuchung der zu den möglichen Werthen 
von (p — ri gehörigen* Werthe von / auf den einen Fall beschränken, wo 
(p—ri einen positiven Winkel x zwischen 0^ und \9Xf vorstellt; denn ver- 
langt man den Werth von / zu wissen, wenn 9>— 17 von der Form 360^— x^ 
oder von der Form — x, oder endlich von der Form — (360^— x) ist, so 
hat man jedesmal blofs den Werth von / zu nehmen, wo 9>— 17 » x ist, 
wobei X jedesmal einen nicht Aber 0^ und ISCT hinaus fallenden podtiven 
Winkel bezeichnet. Es ist einleuchtend, dafs durch diese vorausgesdii^te 
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Betrachtung die Untersncbang des für f gefundenen Ausdruckes gar sehr er- 
leichtert wird. 

Endlich wollen wir noch die Umstfinde kennen lernen, unter welchen 
der fflr /erhaltene Ausdruck ein Maximum oder Minimum wird, in Bezug 
auf die als unabhängig angesehene verSnderliche Gröfse (p—tj. 

Es ist bekannt, dafs man die zum Maximum oder Minimum erforder- 
lichen Bedingungen des Ausdruckes / erhält, wenn man ihn nach 9—17 dif- 
ferentiirt und den Differenlialquolienlen gleich Null oder einem unendlich grofsen 
Werthe gleich setzt Der genannte Differentialquotient erscheint aber in der 
Gestalt eines Bruches, dessen Zähler: 

-/i-^sin(y.-i7)± 



und dessen Nenner: 

[-|^-Jcos(9-i7)±y(l+Ai*~iu' Jsin'(y--i7))]' 

ist; man kann demnach den Differentialquotienten auch so achreiben: 



P" 



f**5rwn(9-v)co8(9-^) | 
I ^ y (!+/*•-/*• fr sin"(9-iy)) J 

und aus dieser Form lassen sich leicht folgende Bedingungen für das Maximum 
oder Minimum des Werthes f, in Beziehung auf den Winkel (p—^, herleiten: 

I. Der hier gegebene Differentialquotient wird mit f zugleich Null 
und unendlich. Da Jedoch f im Sinne unserer Aufgabe den Werth Null nie 
annehmen kann , und ein an sich unendliches f eben so wenig statthaft ist, 
so bat man diese Bedingung, als eine in Jetziger Betrachtung bedeutungslose, 
nicht weiter zu berflcksicbtigen. 

II. Der obige Differentialquotient wird Null, wenn sin (9 — 17) = ist, 
d. h. wenn entweder y— 1? = 0, oder y— 17 =+180^ ist. 

UL Der gedachte Differentialquotient wird Null, wenn 

-1+ ., p r = 0, 

8» 



60 3. Ohm, aber Zapfenreibung. 

A. h. wenn 1 +A**— /tt'^ = und xogleicb der Werth 



positiv ist, welches Letztere nichts Anderes sagt, als dafs cos (9)*- 17) bei dem 
positiven Wnrxelwerthe positiv, und bei dem negativen Wurzelwerthe negativ 
sein mtlsse. 

IV. Endlich wird der Differentialquotient unendlich grofs, wenn 

l+/i^~Ai'|^Bin^(y-i7) = 
ist, ohne dais zu gleicher Zeit 

/i'4-sin(9)— i7)cos(y— iy) = 

ist, welches Letztere im Sinne unserer Aufgabe nichts Anderes sagen wil!^ 
als dafs dabei der Winliel 9 — 1; weder ein positives noch ein negatives Viel- 
fache von einem rechten Winkel sein darf, oder dafs von diesem Falle die 
beiden vorigen ausgeschlossen bleiben. 

Es wfire nun auf demselben Wege noch weiter zu untersuchen, ob 
die in IL, IIL und IV. ausgesprochenen Bedingungen in der That zu einem 
Maximum oder Minimum fähren, und an welcher Stelle jedesmal das Maximum 
oder Minimum eintrete ; aber wir werden in diese Betrachtungen nicht weiter 
eingehen, indem wir uns begnügen, obige Bedingungen hier aufgestellt zu 
haben, und ihre Bedeutung in der Folge auf einem andern nicht minder directem 
Wege nachweisen zu können. 

5) Um den in der Gleichung ($.) fflr /gegebenen Ausdruck in eine 
zur Rechnung bequemere Gestalt zu bringen, wollen wir Zähler und Nenner 
des erwAhnten Ausdrucks durch }/(l+/i^) dividiren; dann erhalten wir: 

1 

Erwägen wir nun, dafs der zu Ende von No. 4. eingeführte Winkel v die 
Eigenschaft besitzt, dafs sin ^ = ^.^j ^ k und cosv = v^n4-ii'^ ^^*' ^^ ^^^^ 
wandelt sich vorstehende Gleichung durch Substitution dieser Werthe in 
folgende : 



k 
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^ cosr 

-— -^ sin V. coB(fp — iy)± y — ^T«n* v .sin' (y — iy)J 

Ftibren wir nun noch einen zweiten, nicht Aber die Grenzen 0" nnd ±9(f^ 
hinan» liegenden Winkel l von der Beschaffenheit ein, dars 

4-sin^y.8in^(y— 1?) = sin*! 

ist, so wird 

g • . sinA 

-T-siny = + 



d ^ "- sin (y — i;) ' 

and da -^sinv stets positiv ist, so können wir dem doppelten Vorzeichen 

dadurch entgehen, dafs wir l positiv oder negativ nehmen, je nachdem sin (9—17) 
positiv oder negativ ist; d. h. iL so, dafs 

-^8inv.sin(y— 17) = sinl 

wird. Setzen wir nun <[em gemäfs cosl statt l/(l— ysin*i'.sin^(y— 1?)) 

und i ^^"_ . statt Qsiny, so geht der letzte für / erhaltene Ausdruck nach 
einer leichten Reduction Aber in: 

l¥.J / - ^"sin(y-iy?ir' 

wobei entweder nur die obern oder nur die untern Zeichen zu nehmen sind, 
und fOr l der positive oder negative Winket, dessen Sinus = -j sin v. sin (9)— 17) 

ist. Die obern Zeichen in diesem Ausdrucke ffir f entsprechen fortwährend 
den obern Zeichen in der Gleichung ( J.), so dafs also + ^^^ '^^^^^ >^ 

einerlei Bedeutung hat mit dem aus der Gleic&ung ($.) genommenen Aus- 
drucke : 

1 ^qJ cosy.sin(y-iy) 

einerlei Bedeutung mit dem aus der Gleichung ($.) genommenen Ausdrucke: 

1 

-^-|-co8(<p-iy)-y(l+^*-^*|5-sin\<p-^)) 

in 80 fern in diesen beiden Ausdrflcken der Wurzelwerth jedesmal ab- 
solut genommen wird. Die zuletzt fflr f gegebene Form ist fär die Rech- 
nung ungleich bequemer, als der in der Gleichung ($.) fflr / gegebene 
Ausdruck, aber sie wird nichtssagend, wenn sin (9) — 17) =0, d. h. wenn 
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^ — 1^=0, oder 9)— 17== ±180^ ist; denn in diesem Falle g^ebt die Gleichung 

-^sinv.sin (9—17) s sin il auch sin 1^=0, d. h. Jls=0, weshalb die erwähnten 
r 

Formen unter solchen Umständen jedesmal die Gealalt % annehmen , aus der 
sich kein Werth fflr f erkennen läfst. Man könnte swar auch in diesem 
Falle die Bedeutung von f aus der letztem Form entweder dadurch herholen, 
dafs man in ihr statt sin (9— 17 + ^) setzt: 

sin (y — 17) + -j sin y . cos (y — 17) sin (y — 7j) , 

und dann Zähler und Nenner derselben durch sin (9—17) dividirt, oder da- 
durch, dafs man nach Anleitung der Differentialrechnung ihren Werth f&r den 
Fall bestimmt, wo sie die Gestalt % annimmt, und dabei nicht aufser Acht ISfrt, 
dafs l eine Function von 9^—17 ist. Am einfachsten ist es indessen, wenn 
man in diesem Falle auf den durch die Gleichung {t.) gegebenen Ausdruck 
surflck geht, aus welchem man sogleich erhält, fOr den Fall wo 9— ^7=0 ist: 

(•^0 /= — —^ ^ 

und für den Fall wo 9—17 = + 180^ ist: 



Diesen besondern an sich sehr einfachen Ausdrflcken von f kann man, da 
wo es sweckmäfsig scheint, auf mehrfache Weise eine fflr die genaue Rech- 
nung noch bequemere Gestalt geben*). 

6) Ehe wir weiter gehen, wollen wir noch die in den verschiedenen 
fflr f mitgetheilten Ausdrflcken enthaltenen doppelten Gestalten, welche aus 

*) Wenn man z. B. in dieselben den Winkel v einführt, so erh&lt man, 
wenn 9 — 1^ = ist: 

f =^ ± 



' — — 1 



o 

wenn 9 — iy sr^tlQO* ist: 

f ^± — 



1 + l.giny 

-r- d 



Setzt man nun -^siny= taDfir*;^^ so wird in jedem Falle: 



s= cos y. cos Vi 
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dem doppelten Zeichen des Wnnelwerthes in der Gleichung ($.) henror- 
gegangen sind^ näher in's Auge fassen, nnd untersacben, unter welchen Um- 
sMndän die einen oder die andern su nehmen sind. Dabei ist im Allge- 
meinen SU erwägen, Mb der Werth Ton / imaginär wird, wenn 

y|r8in»(y-l?)>l4iI*^ 
oder, was dasselbe ist, wenn 

ysinV.sin'Cy— i/)>l 

wird, in welchem Falle aber auch kein durch die Gleichung 

-jsin y . sin(y — ^) = «n l 

zu bestimmender Winkel l möglich ist, und zwar nur in diesem Falle. Da 
wo also in den Umformungen von f der Winkel l sich unmöglich zeigt, 
deutet dies auf die absolute Unmöglidikeit von f eben so gut hin, wie die 
Bestimmung 



iiijr8in'(y-i7)>l+/^' 

in dem ursprfinglichen , durch die Gleichung ($.) gegebenen Ausdrucke von 
/. Aber selbst wenn X möglich ist, so ist darum nicht auch nothwendiger- 
weise /möglich; denn da, wie schon in No. 4. angezeigt worden ist, /seiner 
Natur nach immer nur positiv, nie negativ sein kann, so sind von den ver- 
schiedenen Formen des Ausdruckes / immer nur diejenigen beizubehalten, 
welche zu positiven Werthen von / fflhren, die flbrigen, welche zu negativen 
oder imaginären Werthen von / fähren, aber jederzeit zu verwerfen. Weil 
aber in den verschiedenen f&r / gefundenen Ausdrflcken eben so gut die- 
jenigen Formen genommen werden können, welche dem additiven Wursel- 

aetzt man femer -^tinv t=s coa*y\ wenn -^Bini^ < 1. und -^sini^ s — rr,, wenn 

d ' d d cos V 

•^Biny>l isty so findet man 



wenn ^8iny<l ist: 



cosy cosi^ 



i 9 ' sinV 

1— -Ä-smv ' 



wenn -^ sin i^ > 1 ist: 



cosy cosi^ 



9 ' ^ ä tangV 
o 
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werlhe onlsprecben, als die, welche dem subtractiven Warxelwerthe ange- 
hören , so können für f möglicherweise aus jenen Formen zwei braachbare 
Werthe hervorgehen ^ oder nur einer, oder gar keiner, je nachdem beide 
Formen, oder nur die eine, oder keine von beiden positive Werlhe fflr / 
liefern. Diese verschiedenen möglichen Fälle sind es eben, welche wir nun 
nSher kennen lernen wollen. Dabei haben wir blofs solche Werthe von 9>— 17 
in's Auge zu fassen, welche nicht Aber die Grenzen (f* und 18(y' hinaus fallen«, 
weil, wie ebenfalls schon in No. 4. gezeigt worden ist, alle flbrigen Fftlle 
sich auf diesen einen leicht zurflckffihren lassen. Die Natur des Werthes / 

hingt aber insbesondere von der Gröfse des Werthes ■—* ,^,^ ,^ oder -jfllny 

ab; daher wollen wir nach einander die drei verschiedenen Ffille abhandeln, 
wo entweder -jSiny<Cl, oder -^siny==l, oder -^sinv>l ist, wobei wir 



jedoch blofs solche Werlhe von (p—rj berQcksichtigen werden, die >>0^ und 
<; 18(y* sind, weil die besondern Fälle, wo y--i;=:0 oder y— 17 = 180^ 
ist, sich ohne alle Schwierigkeit durch den blofsen Anblick der Gleichungen 
(^.) und (cf.) sogleich entscheiden lassen. 



Erster Fall, wenn -^sinv<;l ist. 



Aus der Gleichung ^sinv.$in{<p'-rj)=^s\nl ergiebt sich für diesen Fall all- 

gemein . . _ % < "^^ Daraus folgt, weil ((p—rj) nicht über die Grenzen 

(V' und 180" hinauskommt, und eben deshalb i, die Grenzen O'' und 9(y' 
nicht überspringen kann, wie aus dessen in No. 5. gegebener Bestimmung 
unmittelbar hervorgehet, dafs i'<Z(p-—V ^^^^ werde, so lange <p — ij nicht 
stumpf ist, und dafs i < 180*' — (9— 17), sobald y— 17 stumpf wird. In jedem 
Falle aber fällt sowohl (p—ri—l als (p'-tj + l nicht Ober die Grenzen 0" 
und 180" hinaus, so dafs also nicht nur sin (9— 17), sondern auch sin (9—17+ it) 
fortwährend positiv bleibt. Daher geben die obern Zeichen in dem Aus- 
drucke ($.) ununterbrochen für f einen positiven Werlh, die untern immer 
einen negativen. In diesem Falle ist folglich, ohne Ausnahme, aus der 
Gleichung ($.): 

^ cosy. sin (y — ff) 

' ~" sin (<y' — ly — A) 

ZU nehmen, welcher Werlh dem 
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/ 



aus der Gleioliuii^ (^•} eatapnoht 

S^weiter Fall» veno ^-«invs^l ist. 

Palt ftlKgiWMan, -^^L^cs i. Oasaiu fol|;^ we0 9—9 nifite über di« 

Greoabn O' und 180«^ «ad abVoIgeX niolit fiber die Orausen 0<* und 90^ 
Unaii*. k^mtutf dift Xsss^).»)} vdrd, so lAOfpi ^^9 mdif sttiin|if is^ 
mMl daß ABl80«~(i^~q) wird» sobald 9-^9 stum^ ist Istaim 
4)> — D nicbt stumpf und also Xsb9 — i)» so ist fedesmal 9*-'9 —' ^ «s Ö. 
Die eWoZeicben !n der Gleichong <$.) geben sonach ftrhrflnend eiaen 
uneodlioh groüen WertK f3r f$ 9— q+^ hingegen ÜUt nie fiber dt« 
Grenzen O" und 180' hinaus» s{iä(<^-^i7+^ ^ti litfäiiil 1^ nagatiT, 
CdgUoh gobep die notent ZeUhen der Gleiehnog (^,) fQrtwShrend..iM- 
gative W«!rtbe fSr/. Ist aber 9-^9 staikm£nnd alte A^ tSQ*'— (<^— 11)» 
so ist O^^i-Ab180<'^2N und i5IU mithin fbtCwihrend swisohea 0<» 
and idO'» daher gabeo die obem Zeichen der Gleidiaag (^.} stets, po» 
•hiTo Werfhe ffir/; hingegen ist dann immer 9— 9+Xt=:i8oS tttld 
dies fiShrt zu einem vnendlidli großen Werth von / Man ersieht haerani^ 
daCi in diesem Falle / ununterbriBclten einen nnendliöh graben Werth 
ttähimolt» bis ^—-n stunopf wird ^ dann aber etbäitf tineii «ddlicheo po- 
sitiven Weriht nÜttiliQht 

iv«)bei ]9äo6k Xrsiao«— (9— 9) ist, so dai^ 

f — CO» V 

J —" 2cos(^-- 9) 

wird. Dieser Werth voa / entcpripjit in dar GleiohuDg (80 dem: 

/« i - 

in welohem yy^Ji .») «•{• »^> o^tt* ^-J-«« /*(! +/^ gesetzt wird. Da« 
durch aber verwatadeU sich der vorstehende Ausdniok in fblgendeot 
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Dritter Fall, wenn ^sini^^l ist. 

Aus der Gleichung -^ sin v . sin (y — ?;)=: sin il ergiebt sich für 
diesen Fall allgemein . ^^ — r > 1. Zunächst hat man sich aber zu 

° sm (y — fj) 

erinnern, dafs nur so lange ein reeller Werth von f bestehen kann, als 

der Winkel l möglich ist, d. h. so lange als ^sin*i'.sin*(y — ij)^ 1, 

oder, weil (p—rj nur zwischen den Grenzen 0" und 180" betrachtet wird, 

so lange 8in(y — ij)^ ist; so lange also sin(y — ??)> ist, 



-~ sm y -3- 8in F 

a a 

giebt es für f keinen reellen, weder positiven noch negativen Werth. 

Ist nun sin (y — »7) ^ und y — 17 nicht stumpf, so folgt aus 

-3- %mv 

i X 
' ( _ \ > 1? dass il > 9> — 17 ist, mithin ist y — 17 — iL stets negativ und 

spitz ; (p — ri + l hingegen liegt fortwährend zwischen 0" und 180", da- 
her erhält man aus der Gleichung ($.) flir f jedesmal nur einen negati- 
ven Werth, man mag in ihr die obern oder die untern Zeichen neh- 
men. Ist aber sin (y — ??) ^ und (p — ri stumpf, so folgt aus 

-^-sin V 
d 

-r— ^ — ^ ^ ^^ ' ^*®^ ^ ^ ^^^" "~ (y ■" ^di roithin liegt (p — ri—X stets zwi- 
schen 0" und 180", und (p-ri + l stets zwischen 180" und 360", daher 
erhält man aus der Gleichung ($.) für f einen positiven Werth, man 
mag in ihr die obern oder die untern Zeichen nehmen. Man ersieht 
hieraus, dafs in diesem Falle kein positiver, also überhaupt kein brauch- 
barer Werth für /*, nicht einmal ein unendlich grofser, gefunden wird, 
so lange (p — ri nicht stumpf ist, und selbst, wenn (p — ri stumpf ist, so 

lange nicht 8in(y — ^7)^ wird; ist aber y — ^ stumpf und zugleich 

-3- sin V 
d 

sin((/3 — ?;)^ , so giebt es fortwährend für / zwei positive Werthe, 

-T- sin V 
d 

von denen der eine den obern, der andere den untern Zeichen in der 
Gleichung ($.) entspricht. 

Jener ist ;. ^ cos v sin (y - ^ ^.^^^^ _ co8v8ia(y- ,) 



I 
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und es entspricht jener dem zur Gleichnng ($.) gehörigen Ausdrucke: 

f=. J ^ 

— jt* -|- cos (y — iy) + y (l + ^* — A«^ ^ 8in2 (g) — 1?)) 

dieser hingegen entspricht dem zur Gleichung ($•) gehörigen Ausdrucke: 

f^ l . ^ 

wobei jedesmal die absoluten Wurzel werthe zu nehmen sind, wie in 
allen vorigen, ähnlichen Ausdrucken. In dem besondem Falle^ wo 

8in(y— 1?) = ist, wird sin il » 1, d. h. ^ » 90"; dann gehen die beiden 

-—sin» 

a 

Werthe von f in den einen über: 

f =s — cosy.tang(y — 17), 

welcher in der Gleichung ($•) dem Ausdrucke: 

1 



r=- 



A< -|- cos (y — ^) 



entspricht, oder, weil cos(y— ??) = — y[l — sin^ (y— ij)] ist, dem: 

1 



r= 



/(A^^g-d+^O)' 



7. Nachdem wir so gefunden haben, welche Formen der verschiedenen 
Ausdrücke von / jedesmal die brauchbaren Werthe für f liefern, bleibt 
uns nun nichts mehr übrig, als die diesen Formen entsprechenden Werthe 
von (p\ wie sie aus den Gleichungen (0.) hervorgehen, näher kennen 
zu lernen. 

00s y 

Setzen wir zu diesem Ende in die Gleichungen (0.) statt —j- 

seinen Werth ± ^^^ » ^r"^^ x aus der Gleichung (?.), und statt —- sinv 

den Werth . f ° — r, wie man ihn aus der in No. 5. gegebenen Bestim- 

sin(y — ^)' ^ ^ 

mung des Winkels il erhält, so verwandeln sich dadurch die Gleichungen 

(ß.) in diese: 

sin ((d' — v") = ±^^°Cy— ^+^)8ipy + 8iaXsiniy 
^5r / 8m(y — ti) ' 

cos (w—y) = :t:^^°Cy--'^+^)cosy4-8inXcosiy ^ 
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Schreibt num in ^ttieD GlaoliaiigeQ lUtt 6«r Brodu«^ 

iia(^— i)T>^<m9 und tia(^— i)TX)oo9^ 
req>eoHve d|a OJlbvBOsoa 

la»8(iidkÄ)— |o©i(«^— i|TM und |«ui(a^— ijTA)— |ib(9±?$^ 
so ifshiBtt sie libor in*. 

od«F, "wenn flUA ±|cöf(i}^X) fll6p ±|«asO)±A)4-sioX«sHii), und 
7.|siD(q7» fSk 7i«ui(^±A)+iinX.CM9 «toite» üa folgende t 

E» üt aber 7iooe(ft^— ^7X)±|oes(i)7X)«s±tlQ(jp^ij)s!n(0qpA) 
und ±f <io(2^— i)7X}7ism(97X) » ±cos(9;hA)<in(^— 1[). Darob 
SnbrtttutioD dieeer Werthe ia die suletst erhaltenen GleliAnnyn ward 
endliph.; 

siD(^— -ii)as±sio(^7X), oos(i^— ;.y)st±oos(^4:\), 
wo die obeni oder vatsru Z^bhen gpoemomi werden rnuKen» je oaob» 
dem in dem Amdmoke für / die obeni oder uetem Zeichen genommen 
werden, «od K fftriKy wie ichen bolumot iet, entweder «tnen positlvoi 
oder negativen, nieht «tnnopfen MTbikel iw> je neofadem einC9^^il) P^^^*- 
Üy oder negativ i«t* Werkes ^ber in dem Aosdruoke für / die obem 
iZfeiohen f^en^mme^» «o jirt jedesmal 

nad X stellt einen positiTen Winkel yor> wenn (p — 1| entweder positiv 
und Kohl, od«* negatir nnd erhaben ist| dagegen stellt X einen aktiven 
Winkel sror, wenn ^—*i) entweder positiv' und erhaben« oder ns^^^tiv 
nnd hohl ist Werden aber in dem Ansdmoke för/die untern. Seioben 
genommen, so isk jedesmal 

(«.) jy — ir 8= 180« + ^ 4- K, 
und X bat wiederum einen positiven Wertb, wenn (P^^i} positiv bohl, 
oder negativ erbld>e)j|, ist; dagegen einen negativen« wenn — i^ positiv 
erhaben, oder negativ hobt ist. Es verdient hierbei der Umstand eine 
besondere firwfihnmi^^ daft v derselbe Winkel ist, um welchen, bei horj. 
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l^eitaii mtolgtf lo 4afli also io derBegal der Winkel v» utunltteltar diiroh 
die Bei>baohtuii(;; gl^g^ben isi^ WMn man niolit Reitende ReÜMiag und Za^ 
ftmnShfimg als der Art naph^ Ton einander vvr«clii,edni hSlt, ynm die 
\Mbtv im VenmAe g«0^^ TTutersobiede aooh keinfswefpi za Ibereoh- 
tigea coheiaeQ« Übi^as erfadUet^ daflf die GIaichiin((«o (c«) seftik dann 
aooh giiltig eind> wenn (p— ijsao oder ((> — 9s» ±180^ ist} denn der 
Faetar s!n(^— 1))> welcher im Zähler und Nenner des in (2«) gegebenen 
Ausdruckes von/sich befand^ und daher hei den hier erwShoten IN^etthen 
veu <p — 3) jenen Ausdruok unter die Form % brachtet itt wähiteiid äw 
BUduo^ de» Glafchungen (c.) tviede» aiUrZiQUePUiidNiDnner ▼«nobfrundea. 

8) YFit riod trannoittlir In am Stand gMetst, die beiin Blotritto 
dar Beibong, im Maxtmo TorCtüIflQdeii ModUUuitiofiiKi d«f Qltiolkge- 
^Aelbx» unter aflen UmstSnden genaa nnd zug^oh cefar eiofiub uiflqge- 
ben. Um die manoi^^Uti^ za /und ^ gdkSki^en inormeo b^ v«r> 
«sbiedeneo Wertben irm (ff-^ii mit eitteitt BUoke ObersdiaiieD «u kSnnen» 
woUea wir sie hier für jedta der in Mo. & bohanddfen die! Fülle beeen- 
dere asusommea stellen) und dabei d«n absoluten Werth von K, das bald 
jwntiv» baU n^s^v* ersdteint, mit ^} be&eiohnen. 

Erster F«ll> wenn. •|'«iny<l, d. Iu^/t</'(i«f-f<5) |$t. 

1. Wean j|)-t-i)sb&^ sad 4»her «ucb X=0 is^ «o ist ein 6Ieioh> 
gewiohCmetand veriMadW) fllr «ndchen 

/==-— i — -- oad r=<p+» 

iib filatt d« hier fiir / gegebenen AusdruclGu: t»oa tauhf wo es Vor» 
tibÜ bringt eine der Rechouog' sidi besser (msohciir geode Form geoom- 
mea werden^ wie sobon in Ko. 5, angefflerkt ^ord^ ist 

3. Wenn <p— 1]==±180** und daber Xasro ist^ so ist «io Oloiob* 
g«wiobtsxttstaiid ibiJgUcb» fibr welchen 

f^: -i und ^ss0 + v 

in, w» i^eder fiit den am / gehörigen Awdmok. die eben schon ge- 
machte fienoerkang gilt. 

3 So lange <P —9 positiv und bohl* oder negati-v und «4iaben, also 



70 3. Okm^ über Zapfenreibung. 

l positiv ist, ist ein Gleichgewichtsznstand vorhanden, für welchen 

^_ casy.8iii(9 — 7) _ C08y.8m(^ — ly) 
' "" 8iii(y— j] — A) " sin (9 — 1| — [Z]) 

nnd 

ist Der hier gegebene Ansdmck von / ist mit dem ans der Gleichung ($.) 
entnommenen: 

r '- . 

dem Wesen nach völlig einerlei. 

4. So lange 9) — 17 negativ nnd hohl, oder positiv nnd erhaben, also 
l negativ ist, ist ein Gleichgewichtsznstand vorhanden, für welchen 

^_^ 00s y. sin (9 — 1?) _ cos y. sin (<p — 17) 
' ■" sin(9— 17— A) "" sinCy — i; + [A]) 

nnd 

v' = v + y — i- = 9> + y + W 
ist Der hier ftir f gegebene Ansdmck entspricht noch immer, ans der 

Gleichung ($.)) ^^™' 

— f«^cos(9) — J7) + y(l+A«^-A«^|j8in2(9-ij)) 

Zweiter Fall, wenn -|- sin v = 1, d. h. fi-j = ^(1+.***) iat 

1. Wenn 9) — 17 = O'', also 2 := ist, ist ein Gleichgewichtsznstand 

möglich, nnr wenn 

/ = 00 nnd 9>' = 9> + v 
ist 

2. Wenn ?> — 17 = ± 180", also i = ' ist, ist ein Gleichgewichtsznstand 
vorhanden, für welchen 

ist 

3. So lange 9> — 17 hohlspitz nnd positiv, oder erhabenspitz nnd negativ 
ist, ist ein Gleichgewichtszustand nur dann möglich, wenn 

^ = oc und tp' = (p + v^l = 9> + ^ — W 
ist, wobei [l] = tp^ri zu setzen ist, so lange cp —r] positiv und hohlspitz ist, 
dagegen [i] = 360" +9 — 17, wenn ?> — 17 negativ und erhabenspitz ist 

So wie aber (p — rj hohlstumpf und positiv, oder erhabenstumpf und 
negativ wird, ist ein Gleichgewichtszustand vorhanden, ftir welchen 
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ist, wobei [i] = ISO*' — ((p — rj) zu setzen ist, so lange (p — t] positiv und 
hohlstampf ist, dagegen [X] = — (^^ — »?) — 180", wenn (p — rj negativ und er- 
habenstumpf ist. Die hier fUr f gegebene endliche Form ist eins mit fol- 
gendem aus der Gleichung ($.) abgeleiteten Ausdrucke: 

/= 1 = _ 1 

4. So lange (p — rj hohlspitz und negativ, oder erhabenspitz und positiv 
ist, ist ein Gleichgewichtszustand nur dann möglich, wenn 

f =^ oo und q>' = (p + y^l = (p — y + l^] 
ist, wobei [i] = — (y — ij) zu setzen ist, so lange y — i? negativ und hohl- 
spitz ist, dagegen W = 360^— (y — 17), wenn y — 17 positiv und erhaben- 
spitz ist 

So wie aber 9> — 17 hohlstumpf und negativ, oder erhabenstumpf und 
positiv wird, ist ein Gleichgewichtszustand vorhanden, für welchen 

^ = - cos (7-1?) ''''^ v'^v + y-'X^^cp + v + W 
ist, wobei [l] = 180"4-(y — 17), so lange y— 17 negativ und hohlstumpf ist, 
dagegen [i] = 9) — 17 — 180", wenn (p — ri positiv und erhabenstumpf ist. Der 
aus der Gleichung (g.) abgeleitete endliche Ausdruck von / ist in diesem 
Falle wieder 

/=. 1 = l 

' 2|/(l + /t4a;co8(y— 17) o ^ / \' 

^ '^ ^^ ^ 2f*-^co8(y — 17) 

Dritter Fall, wenn ~-sinv>l, d.h. i«^4->V'(l + i«^^) ist. 



d --' -- -' ^ d 

1. Wenn 9) — 17 = 0", also A = ist, ist kein Gleichgewichtszustand 
möglich. 

2. Wenn y — 17 = ± 180", also A = ist, sind zwei Gleichgewichts- 
zustände vorhanden: 

a) für den einen, der den obern Zeichen entspricht, ist 

/ = und y' = y + J'; 

iU-^ + /(l + ^0 

/3) für den andern, der den untern Zeichen entspricht, ist 

. f^ \ ysxA y' = l8Gö+f/) + V. 
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la Bezu|; auf die unter o. und. ß» fttr / igegebeiiea Auadrfioke. gflt «aöli 
hier wieder die Mheu beim conten Falle mter 1« und % aii%eateQlB 
Bemerkuof* 

3# 8o laufe (p*— ^ boUtpite vnd peeitiri edw erbabemi^tai und 00» 
gaüy ist^ ist kein OleiobgewiqbtMKlUteiid mQ^liob* Ja selbst weoOi^^q 
heblstampf und positiv^ oder erbabenstumpf und negativ ist» ist noch so 

laofe kein Gleittbgewicbtscustand naoglicb, als 8in*(9^-*-il)>-Ti ; 

II* 

wenn aber sin^tp^^^^^- § ■ » so sind i^wei GleiebgewichtsMitKiidiB 

mit positiven ^ vorbanden: 
a> für dte einen, der den obem Zieiobon eotspHelit^ üt 

und 
ß) Gir den andehdt der den untern 2^ielitti entspriclit, ist 

X ^^ : cosy#dn(ff—g) cosy sm(y— ^y) 

und 



^'=s 180? 4-04- i^+A^ laO'^pf <{> + v + [Al' 
An der Stelle» wo «in*(^— 9j)ar: -^-i — ist, wird [X] a90^^ an dieser 

Stelle hat man daher 
«0 Bb- den Qlai^bgewiehtsaustand, der dea cbemi Zeichen eotfprioht: 
/ 9 -^ cos y . tanf;(^ — jj) und ^\ » (p ^f. ir -^ 90^ 

ßO föt" den GleiobgewicbteflBUStand, der den untern Zieichen entspricht: 
/«— oesv.tangC^— q) und ^5a27O«>+0-f vä^+v— 90^ 

4« So lange <|)— ^1} hohlspita und negativ, oder erbahenepita 
und positiv ist, ist kein 01eiebgewiphtszustat>d mSgliob^ Ja'sdbet 
wenn — 9) hoolstumpf und negativ, oder erhabepstumirf^ und po* 
sitiv ist^ ist noch so lange kein Oleicbgewichtszostand mög- 
lich, als sin*(0— ^)->-5-^ — ist^ wenn aber &itf(0— id 



Gleichgewichtsaistind& mit negativem A vorhanddb: 



^ 
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a) ffir den einen, der den obern Zeichen entspricht, ist 

f — co8y.sin(y — ly) cosy.ftipCy — ly ) 

' ~" sin(^p — ly — A) 8in(<3p — i;) + [JlJ 

and 
ß) fflr den andern, der den antern Zeichen ißntspricht, ist 

M co8y.8m(qp— ^) cosy.sinCy — ^) 

' """ 8id(9— i?+A) ~" sin (^p — iy) — [A] 

and 

An der Stelle, wo sin^(9> — 17) = -i ist, wird[il] = 90^; an dieser Stelle 

^8in*y 

hat man daher 

a') fOr den Gleichgewichtszustand, der den obern Zeichen entspricht: 

/'=:cosv.tang(^ — 77) and y' = y4-^+Ö0^; 

/¥) für den Gleichgewichtszustand, der den untern Zeichen entspricht : 

/= cos y. lang (y—ij) und (p' ^(p + r + 9(y\ 

Die hier in 3. und 4. unter a. und ß. für / gegebenen Formen entsprechen 
in der Gleichung ($.) den + und — Zeichen vor dem stets positiv genom- 
menen Wurzelwerthe ; die unter a. stehenden sind nämlich einerlei mit 

i 



/- 



-f*"jco8(v-i7) + |/(i+f^'-f**^«in«(y-i?)) ' 



und die unter ß. stehenden sind einerlei mit 



Eben so erhält inan aus der Gleichung ($.) die Ausdrücke, welche den hier 
in 3. und 4. unter a'. und ß\ fflr den besondem Fall, wo sin'(y — i?) = 

-%^ ist, gegebenen Formen entsprechen, wenn man in der Gleichung ($.) 

2j.8in'y 

i 4- Ä* 

sin' (y — ij) = ^ , setzt ; sie geht dadurch in beiden Fällen über in : 
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9) FOgt man zu den Angaben der vorigen Nummer noch hinzu, 
dafs der absolute Werth von l in jedem Falle an der Stelle verschwindet, 
vfo (p—ri von der Form 2iit . 90^ ist, wenn m jede ganze positive oder 
negative Zahl und auch Null vorstellt ; dafs der absolute Werth von l immer 
derselbe ist, wenn q>—ri sich von einer solchen Stelle gleichweit diesseits 
oder jenseits entfernt; dafs der absolute Werth von l in beiden Fällen so 
lange fort wächst, bis 9>— 17 von der Form {2m + \)9(t^ geworden ist, dann 
aber wieder in derselben Weise abnimmt, in der er zugenommen hat, bis 
ff—t] wieder von der Form 2ifi.90" geworden ist, was für jedes mögliche 

l aus der Gleichung -~ sini^ . sin (^ — 17) = sin il unmittelbar hervor gehet; und 

vergifst man nie, dafs die Winkel (f\ ip, rj, durch welche die Richtung der 
Krftfle bestimmt wird, stets auf der Seite, welche einer beabsichtigten Drehung 
durch die Kraft p entgegenlAuft, genommen werden müssen, so lange sie 
positiv sind, und auf der andern Seite, wenn sie negativ werden, so ist man 
im Besitze aller Erfordernisse, um in jedem Falle mit Leichtigkeit, mit Zu- 
ziehung der Gleichungen (a.) und (6.) alle das Gleichgewicht, unter Mit- 
wirkung der Reibung, im Maxime begleitenden Umstände ableiten zu können. 
In Hinsicht auf allgemeine Werthbestimmungen habe ich daher zu Obigem 
nichts weiter hinzuzufügen , aber ich werde noch einen Augenblick bei der 
Vergleichung der verschiedenen Werthe von f unter einander und bei der 
Deutung unmöglicher oder doppelter Werthe von f verweilen. 

Es erb Alt / an den Stellen, wo 9)— 1} = 0" ist, so wie an den Stel- 
len, wo 9>— f7 = ±180^ ist, immer einen gröfsten oder kleinsten Werth, 
falls er möglich ist,, und zwar: 

1. wird der Werth von f, wenn er aus den obern Zeichen her- 
vorgegangen ist, da ein Gröfstes, wo <p'-ri^(f ist, und da ein 
Kleinstes, wo <jp — 1? = +180^ ist; 

2. wird der Werth von f^ wenn er a^s den untern Zeichen her- 
vorgegangen ist, da ein Gröfstes, wo ^—17 = ±180' ist; da wo 
(p^t]=2CP wird, ist er, in diesem Falle unmöglich im Sinne unserer 
Aufgabe, ein Kleinstes als negativer Werth betrachtet. 

Diese Maxima und Minima werden in No. 4 durcfar die unter II. stehende 
Bedingung ausgesprochen. Von der Realität dieser Maxima und Minima 
überzeugt man sich schon durch eine etwas aufmerksame Betrachtung der 
Gleichung ( i .). Aofser diesen gröfsten und kleinsten Werthen von / haben 



k 
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sich im zweiten Falle, da wo -^51111^ = 1 ist, eine Reihe von unendlich 

^ofsen Werthen von f ergeben, die einen Unterschied von vollen zwei 
rechten Winkeln in dem Werthe von 9?— 17 einnehmen; dieser Umstand 
wird durch die in No. 4 nnter IIL stehende Bedingung angedeutet. Endlich 

haben sich im dritten Falle, da wo -~sini/>>l ist, an der Stelle, wo 

jrsin'i'.sin^(y — 17) = 1 ist, reelle Werthe von / vorgefunden, welche die 

letzten ihrer Art sind, weil darüber hinaus imaginäre Werthe von / ge- 
bildet werden; diese Grenz werthe von / sind in der unter lY. in derselben 
Nummer stehenden Bedingung enthalten. 

Insbesondere zeichnet sich der dritte Fall, wo -^sinv ;> 1 ist, 

dadurch vor den beiden flbrigen aus, dafs in ihin bald gar kein Werth 
fSr f möglich ist, bald aber zwei zugleich. Da wo gar kein Werth für 
f gerunden wird, ist kein Gleichgewicht möglich. Diese Unmöglichkeit 
ist jedoch nicht absolut, denn sie bezieht sich blofs auf die in die Glei- 
chungen (B.) eingefahrte Voraussetzung, dafs nämlich beim Gleichgewichte 
die Reibung in ihrem Maxime thatig sein soll, und es ist leicht einzusehen, dafs 
in allen solchen Fällen das Gleichgewicht dadurch sich herstellen wird, dafs 
die Reibung nicht in ihrer vollen Stärke daran Antheil nimmt; denn indem die 
Reibung nur auf einen Theil ihrer ganzen Wirkung hingewiesen wird, ge- 
schieht dasselbe, als wenn in allen unsem Formeln statt der Zahl /n eine 
in demselben Verhältnisse kleinere Zahl jli' gesetzt würde, und da das kleinere 
fi' auch die aus fi abgeleiteten Gröfsen v und sini^ in entsprechende kleinere 

y' und sini^' verwandeln wörde, so mflfste auch das Product -^sinv in ein 

kleineres -^sini^' flbergehen, und es läfst sich oifenbar jederzeit die Zahl fi' 

» 

so klein wählen, dafs •~sinv'<ll wird, d. h. dafs das zuvor unmögliche 

Gleichgewicht jetzt möglich wird. Will man wissen, in welcher Stärke die 
Reibung in einem solchen Falle bei einem gegebenen Kraft- Ueberschusse p 
auftritt, so hat man nur zunächst aus der Gleichung (6.) den Werth fy und 
mit dessen Hülfe hierauf aus der Gleichung ($.) den Werth /t^ welcher jetzt 
durch ij' zu bezeichnen ist, zu bestimmen. — Was endlich in diesem dritten 
Falle die doppelten Werthe von / für einerlei ^ — rj, und die daraus hervor- 
gehenden zweierlei Gleichgewichtsafustände betrifft, so ist deshalb zu bemerken, 

10» 



76 3. Ohm, aber Zapfenreibung. 

dafs in beiden Arten des Gleichgewichts der dabei auf die Zapfenlager aas- 
geflbte Druck stets in entgegengesetzte Hftiften ihres Umkreises fftllt. Bei 
dem Gleichgewichtszustande nämlich, welcher aus den obern Zeichen ent- 
springt, macht nach No. 8. die Richtung des Druckes S' mit der Richtung 
des Druckes S, wenn (p — r]=:±iSQf^ ist, den Winkel v und zieht sich von 
da, während (p—r] alle flbrigen zu möglichen Werthen von ^führende Werthe 
annimmt, um 9(f^ nach beiden Seiten hin; bei dem Gleichgewichtszustande 
hingegen, der aus den untern Zeichen hervorgeht, macht nach derselben 
Nummer die Richtung des fraglichen Druckes S' mit der bekannten Richtung 
des Druckes jS, wenn y— ij = + 180*' ist, den Winkel 180^+ v, welche Rich- 
tung der vorigen, unter dem Winkel y erscheinenden, gerade entgegengesetzt 
ist, und weicht von da, während (p—ri seine noch fibrigen zum Gleichgewicht 
fahrenden Werthe durchläuft, ebenfalls um 90" nach beiden Seiten hin ab. 
Die verschiedenen Richtungen des Druckes S' beim Gleichgewichte nehmen 
sonach den ganzen Umkreis ein, dessen eine Hälfte die Richtungen des 
Druckes S' beim Gleichgewichte der einen Art, und dessen andere Hälfte 
die Richtung desselben Druckes beim Gleichgewichte der andern Art in sich 
aufnimmt. Denkt man sich also die Zapfenlager in der Richtung der Achse 
beliebig in zwei gleiche Hälften getheilt, so giebt es fflr einen und denselben 
Winkel (f—rj immer zwei Gleichgewichtszustände, von denen der eine den 
Druck auf die Zapfenlager in deren eine Hälfte, der andern hingegen in deren 
andere Hälfte wirft. Aus dieser Betrachtung geht hervor, dafs in dem dritten 
Fall stets ein Gleichgewichtszustand fOr jedes zuzulassende (f—fj herbei ge- 
fahrt werden kann, wenn gleich nur die eine Hälfte der cylinderfSrmigen 
Zapfenlager, und zwar in beliebiger Stellung, vorhanden ist, indem man die 
Art des Gleichgewichts jedesmal so wählen kann, dafs der Druck der Zapfen 
auf die Zapfenlager nach der Seite hin fällt, wo die gebliebene Hälfte der 
Zapfenlager dem Drucke zu widerstehen vermag. Gerade dadurch unter- 
scheidet sich aber der dritte Fall von dem ersten und zweiten, in wel- 
chen beiden die Richtung des Druckes S' Aenderungen erleidet, die sich in 
der Regel nur auf einen kleinen Theil des Umkreises beschränken, und selbst 

da, wo -^ sin 1^ = 1 ist, erst einen halben Umkreis einnehmen. 

10) So einfach die hier mitgetheilten Resultate auch sind, so will 
ich doch noch aus ihnen zu Gunsten der Ausübung Näherungs- Ausdrücke 
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ableiten, die noch einfacher sind, und in den meisten FAllen der Anwendung 

hinreichende GenauigiLeit geben *)^ So lange nAmlich fi und -^ Ideine Brüche 

sind, Ton denen der erstere die Zahl ^ und der andere die Zahl ^^ nicht 
übersteigt, erreicht l in keinem Falle einen halben Grad, wie man sich flber- 

xeugt, wenn man in der Gleichung sinA=-^sinv.sin(^— 17) setzt: sin(9)— i7)=±l, 

wobei l seinen möglich gröfsten absoluten Werth erreicht. Ferner wird man 

finden, dafs bei den angezeigten Werthen von fi und -j- die Zahl ^ da wo 

sie am gröfsten und am kleinsten ist, von der Einheit nicht mehr als höchstens 
um ein Hunderttheil sich unterscheide. Bei noch geringern Werthen von fi 

und -^ wird, wie man sogleich einsieht, diese gröfste Abweichung nur noch 

geringer. Hat man also bei der Bestimmung der ErAfte auf ein Procent der- 
selben nicht zu achten, und sieht man bei Winkelbestimmungen nicht auf 
einen möglichen Irrthum von weniger als einem halben Grade, so ist es, so 

lange fi nicht gröfser als ^ und ^ nicht gröfser als ^V ^ii*d, wie fast in 

allen FftUen der Anwendung geschieht, gestattet, ffir die Gleichungen (a.), 

(6.) und (e.) folgende noch weit bequemere zu setzen: 

•" 

(o.) S' = S, 

Die Gleichang (y.) ist, wie wir gesehen haben, Töllig genau, wenn ^ = 
oder q>=±iSQP ist, und die Gleichungen (a.) und (ß.) werden an der Stelle 
völlig genau, wo /= 1 wird. Diies geschieht, wie wir bald finden werden, 

»1 f 

jedesmal wenn ±cos(y— ?/) = j^/t — ^^^ ist, und ist also nur dann möglich 
wenn if^'{ä+Q)(d—(f) ^ q .d ist. Bei dem Gehrauche der Gleichungen 



*) Man erhält eine Bebr genaue N&berungsformel fbr f, wenn man in der Olei- 
cbung ($.) das Glied unter dem Wurzelzeichen, welcbee von der vierten Dimension 

in Bezug auf fi und -^ ist, wegläfst Eine solche N&herungsformel ist aber völlig 

überflüssig, weil die völlig genaue Berechnung von f nach den hier mitgetheilten 
Formeln wenigstens nicht mehr Umstände macht, als ein solcher Nothbebelf. 
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(a.), (/?.) und {y.) darf man jedoch nie vergessen, dafs sie nur in dem an- 
gezeigten Umfange der Werth fi und -j den genannten Grad der Genauig- 
keit behalten, dafs aber da, wo fi oder ^ Werthe annehmen, die der Einheit 
sich beträchtlich mehr nfthern, oder sie wohl gar noch flbertreifen , wie dies 
in aufsergewöhnlichen FftUen bei dem ^ allerdings geschehen kann, durch- 
aus die Gleichungen (a), (6.) und (e.) in Verbindung mit den Gleichungen 
($.) und (t-) zur Untersuchung der beim Gleichgewichte unter Mitwirkung 
der Reibung Statt findenden Umstftnde zngezogen werden müssen, wenn man 
nicht Gefahr laufen will, von der Wahrheit ganz und gar abweichende Re- 
sultate zu erhalten. Hftufig hat die Maschinenlehre bei ihren Bestimmungen 
blofs den K raflzu wachs p zu wissen nöthig, und dann ist der aus der Glei- 
chung (/?.) hervorgehende mögliche Irrthum um so weniger zu ffirchten, da 
seine absolute Gröfse, wegen des in dieser Gleichung vorhandenen Factors 

)tt^, nie mehr als den lOOOOten Theil des Druckes S ausmachen kann, vor- 
ausgesetzt dafs fi und -j die ihnen hier angewiesenen Schranken nicht fiber- 
schreiten. 



11) Schon Euler in seiner Theoria motus corp. solid. Suppl. Cap. IIL 
ist bei der Bahandlung der Zapfenreibung von Gleichungen ausgegangen, 
welche im Wesentlichen mit den Gleichungen (jff.), aus denen die ganze 
vorstehende Entwicklung hervorgegangen ist, übereinstimmen; aber die von 
mir erzielte Form der daraus abgeloileteu Resultate ist von der gewöhnlichen 
so abweichend, dafs ich gerade deshalb vorstehende Untersuchung einer öffent- 
lichen Bekanntmachung nicht unwerlh gehalten habe. Jene Form macht es 
nicht nur leicht, aus den allgemein gOltigen Gleichungen (a.)^ (6.) und (c.) 
die abgekürzten, aber demungeachtet noch in einem sehr grofsen Umfange 
brauchbaren Gleichungen (a.), (/?.) und (/.) abzuleiten, die da, wo die Kürze 
der Rechnung vorzugsweise beabsichtigt wird, mit Vortheil eintreten können; 
sondern, was noch wichtiger ist, sie deutet auf die Möglichkeit hin, dafs man 
bei der Berechnung von zusammengesetzten Maschinen die allgemeinen Formeln 
beibehalten könne, ohne dafs dadurch der Bau der Ausdrücke bedeutend ver- 
gröfsert, oder der Sinn ihrer Bestandtheile durch Einführung willkürlicher 
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AbkOrzungsseicfaien verhOlit wfirde. In manchen Lehrbflchern der Maschinen- 
lehre findet man Formeln unter nicht völlig genauen Voraussetzungen (vgl. 
Eitelwein's Statik. B. 1. S. 295. Anmc3rk. und $.238.) entwickelt^ welche 
in Hinsicht auf AnnAherung an die volle Wahrheit mit den abgekOrzten (a.)^ 
(ß.) und (/.) auf gleicher Stufe stehen, und ein Element mehr als diese in 
sich aufnelimen. Das Unbefriedigende in der Annahme, welche sich der- 
gleichen Lehrbflcher gestatten, besteht aber darin, dafs sie die Resultate der 
thitigen Krftfle p^ P^ F, F', fflr die GrOfse des die Reibung erzeu- 
genden Druckes nehmen; aber dieser Drucke der seiner Natur nach noth- 
wendigerweise senkrecht gegen die Ebene, in welcher sich die Zapfen und 
Zapfenlager berOhren, gerichtet sein mufs, kann nur aus KrAften hervor- 
gehen, die unter sich im Gleichgewichte stehen, welches nicht bei den KrAften 

P, P, F\ , aber wohl bei den Kräften P, P', P'y der Fall ist. 

Nimmt man blofs diese letztem zur Bestimmung des Druckes und der daraus 
hervorgehenden Reibung, so hat man dabei allerdings die Reibung selbst und 
4en Kraftzuwachs p vemachlSfsigt, aber man erhAlt doch die NAherungsformeln 
(a.) und (/?.), welche der Natur der Sache angemessener sind, und der Wahr- 
heit im Allgemeinen noch eben so nahe, oft noch nAher liegen, als die unter 
Jener Voraussetzung sich ergebenden Gleichungen. Ein solches Schwanken 
in der Bedeutung des Wortes Druck scheint auch Poisson in seinem 
TtaiU de Micanique (T. I. p. 182.), dessen Darstellung flbrigens ganz auf 
denselben Grundlagen, wie die hier gegebenen, ruht, zu der Aeufserung ver^ 
leitet zu haben: „dafs die Reibung stets dazu beitrage, den Druck, welchen 
die Achse auszuhalten hat, zu vermindem.^^ Poisson zieht nAmlich diesen 
Schlufs aus der oben erhaltenen Gleichung 

{\+fi'')S'^ = S'+2pScos(<p-1;)+/>^ 

deren rechte Seite nichts anders ist, als das Quadrat der aus den KrAften 
8 und p, oder, was dasselbe ist, aus den KrAften p^ P, P'^ F^ .. . , her- 
vorgehenden Totalkraft. Bezeichnet man daher diese Resultante mit R^ so 
verwandelt sich jene Gleichung in diese: 

welche allerdings zu erkennen giebt, dafs S' stets kleiner als R ist, aber 
SU der von Poisson daraus gezogenen Folgerung nicht berechtigt, weil R 
nicht der Druck auf die Achse ist. Der aus der Kraft R ohne Zutritt der 
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Reibung hervorgehende Druck auf die Achse ist vielmehr S, derselbe nflmlich 

welcher aus den Krftflen P, F, F', ohne p hervorgeht, weil die Kraft 

p ohne Zutritt der Reibung in der That blofs auf Bewegung und nicht anf 
Druck verwendet werden wird; und der Annahme, dafs jederzeit 8*<iS 
sein werde, wird durch die Gleichung (a.) in Verbindung mit der (f.) oder 
[i.) geradezu widersprochen, weil der Werth von f nach Umständen bald 
gröfser und bald kleiner als 1 werden kann. 

12) Ehe ich nun zur Behandlung der losen Rolle übergehe, mub 
ich zuvor eines Umstandes gedenken, der bei der Bestimmung der Reibung 
zweier Körper an einander, wenn jeder an sich beweglich ist, eine specielle 
Berflcksichtigung verdient, und Ursache eines von dem gewöhnlichen etwas 
abweichenden Verfahrens bei solchen Bestimmungen wird. 

Aus den in der ersten Nummer angeführten Beobachtungen und 
Schlüssen hat sich nftmlich blofs ergeben, dafs zwei mit der Kraft S gegen 
einander gedrückte Körper einem gegenseitigen Verschieben derselben in 
der Richtung der Berührungs - Ebene widerstehen, und dafs, im Falle der 
eine von beiden Körpern unbeweglich ist, die Reibung jedes Bestreben zn 
einem solchen Verschieben des beweglichen Körpers auf dem unbeweglichen 
aufzuheben im Stande ist^ so lange dieses Bestreben eine bestimmte, dem 
Drucke S proportionale Gröfse fiS nicht übersteigt. Denken wir uns nun 
zwei durch gleiche und entgegengesetzte Krfifte von der Gröfse S an ein- 
ander geprefste Körper, von denen aber keiner durch irgend Widerstünde 
anderer Art in seiner Fähigkeit, sich zu bewegen, noch neue Beschrinkungen 
erleidet, und bringen wir an diese Körper in der Richtung der Reibungs- 
jEbene zwei einander gleiche und entgegengesetzte Kräfte, jede von der 
Gröfse Yy an, so werden diese Krftfle ein Verschieben der beiden Körper 
an einander beabsichtigen und auch in der That bewirken, wenn sie den 
Widerstand, welchen die Reibung einem solchen Verschieben entgegensetzt, 
zu überwinden im Stande sind. 

Zuvörderst ist nun nicht schwer einzusehen, dafs der gröfste Werth 
von Y, bei welbhem eben noch ein Auseinandergehen der beiden Kör- 
per verhindert wird, juS ist, derselbe nftmlich, welcher in dem einen 
Körper wahrgenommen wird, wenn der andere unbeweglich ist; denn 
die hier thfttig wirksame, gleich gröfse Gegenkraft in dem zweiten be- 
weglichen Körper, wird dort durch eine der Action an Stärke gleich 
kommende Reaction in der festen Unterlage vertreten. Die Summe der 
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durch die Reibung in beiden Körpern aufgehobenen Gegenkräfte kann also 
jedesmal bis zu dem Werthe 2fiS ansteigen ^ aber diesen Werth nicht 
flbersteigen. 

Dieselbe Bestimmung des gesammten Reibungswiderstandes scheint 
zum Andern auch dann noch beibehalten werden zu müssen, wenn die 
beiden Körper, statt wie eben durch gleiche, jetzt durch ungleiche, aber 
der Richtung nach noch immer entgegengesetzte Kräfte X und Y zu einer 
Bewegung in der Richtung der Reibungs - Ebene nach entgegengesetzten 
Seiten angelrieben werden*}. So lange nämlich die Summe der beiden 
Kräfte X und Y den Werth 2/18 nicht fibersteigt, wird auch kein Ver- 
schieben der beiden Körper an einander eintreten, sondern es wird eine 
blofse Vertheilung der Kräfte X und Y über beide Körper, auf ähnliche 
Weise, als wenn beide nur Theile eines und desselben festen Körpers 
wären, geschehen, welche eine, beiden Körpern gemeinsame Bewegung von 
solcher Gröfse, wie sie der zwischen beiden Kräften X und Y statt findende 
Unterschied nach sich zieht, zur Folge haL 

Die hier versuchte Behandlung der losen Rolle unterscheidet sich 
von der, so viel ich weifs, bisher allgemein üblichen gerade darin, dafs 
sie, der eben geschehenen Betrachtung gemäfs, als Bedingung des Nicht- 
verschiebens zweier an sich beweglichen Körper an einander fordert, dafs 
die Summe der in beiden nach entgegengesetzten Seiten thätigen Kräfte X 
und y den Werth 2fiS nicht übersteige, aber über die Gröfse der einzelnen 
Kräfte X und Y selbst zum Voraus nicht verfügt, sondern diese Entschei- 
dung lediglich der Rechnung überläfst. Es ist übrigens leicht einzusehen, 
dafs die Bedingung des Nichtverschiebens in einer noch allgemeinern, zu 
unserm Zwecke jedoch unnöthigen Form gegeben werden kann. 

Der Kürze wegen wollen wir obige allgemeinere Bedingung des 
Nichtverschiebens zweier beweglicher Körper an einander immer dadurch 
bezeichnen, dafs wir sagen: das Maximum der Reibung 2iuS kann mit einem 
beliebigen Theile in dem einen Körper auftreten, sich in ihn werfen und mit 
dem übrigen Theile in den andern Körper. 



*) Dieses Gesetz, so wahrscheinlich man es auch finden mag, stelle ich doch 
nur problematisch hin, weil es in der That eine besondere Bestätigung durch Versuche 
verlangt, da zu ihm die noch wenig bekannten Gesetze der Vertheilung von Kräften 
aus einem Körper in den andern mittelst der Beibung sich gesellen. 

Grellere Joarnal d. M. V. Bd. 1. Hft. 1 1 
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13) Aufgabe 3. Über eine lose Rolle, deren Wände in verti- 
caler Richtung schweben, ist ein Seil gezogen, dessen eines Ende an einer 
Stelle unverrückbar fest gemacht worden ist, und an diese Stelle ist mit- 
telst Zapfen vom Halbmesser q und Zapfenlagern*) eine vertical abwärts 
wirkende Last Q geknüpft, beide Enden des Seils aber wirken vertical auf- 
wärts; man sucht die Bedingungen des Gleichgewichts unter Mitwirkung der 
Reibung im Maxime. 

Auflösung. Da bei der in dieser Aufgabe vorkommenden An- 
ordnung zwei verschiedene Theile auftreten, wovon jeder an sich beweg- 
lich ist, und in seiner Bewegung durch den andern nur vermöge des Zu- 
sammenhanges zwischen Zapfen und Zapfenlager gehemmt wird, so kann 
nach den allgemeinsten Regeln der Statik in der hier zu behandelnden 
Verbindung nur dann das Gleichgewicht vorhanden sein, wenn jeder Theil 
für sich in Folge der in ihm thätigen Kräfte und des Widerstandes, 
welcher ihm aus der Art seiner Verknüpfung mit dem andern Theile 
erwächst, im Gleichgewichte sich befindet. Nennen wir nun S den im 
Falle des Gleichgewichts zwischen Zapfen und Zapfenlagern sich bilden- 
den, senkrecht gegen ihre gemeinschaftliche Berührungs- Ebene gestellten, 
und deshalb, weil wir hier cylinderförmige Zapfen und Zapfenlager vor- 
aussetzen, durch die Umdrehungs- Achse laufenden, gegenseitigen Druck, 
und q) den Winkel, welchen die Richtung dieses Druckes in der Rolle 
mit der Verticallinie macht, so ist 2fiS der gröfste Werth für die zwi- 
schen Zapfen und Zapfenlagern sich bildende Reibung. Wäre einer von 
den beiden Theilen der hier behandelten Vorrichtung fest, so wäre die 
Hälfte /uS der ganzen Reibung als widerstehende Kraft unbedenklich in 
den andern Theil zu legen; da aber hier beide Theile beweglich sind, 
so läfst sich nicht im Voraus schon angeben, ob die Reibung als wider- 
stehende Kraft blofs in dem einen, oder blofs in dem andern, oder theils 
in dem einen und theils in dem andern Theile thätig sein werde; viel- 
mehr mufs die Beantwortung dieser Frage eben erst aus der Natur un- 
serer Aufgabe selbst hergeholt werden. Wir wollen daher den in der 
Rolle sich bildenden Theil der Reibung mit x bezeichnen, so ist nach 
dem, was schon oben in Nr. 12. auseinander gesetzt worden ist, ifiS—x 



'^) Es ist für die Rechnung ganz gleichgültig, ob die Zapfen an der Rolle fest 
sind und sich in den mit der Last vereinten Zapfenlagern drehen; oder ob die Zapfen- 
lager an der fioUe fest sind und sich um die mit der Last vereinten Zapfen drehen. 
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derjenige Theil der Reibung, welcher in dem mit der Rolle verknäpften 
Theile der Vorrichtung, an welchem die Last befestigt ist, wirksam, und 
dessen Richtung der des Theiles x gerade entgegen gesetzt ist, vorausge- 
setzt, dafs wir fortwährend nur den Fall, wo die Reibung in ihrem Maxime 
aufiritt, vor Augen behalten. Nennen wir nun noch r den Halbmesser der 
Rolle, P und P' die auf beiden Seiten des um die Rolle geschlungenen 
Seils in diesem Seile thätigen Kräfte, von denen P die gröfsere sein soll, 
so wirken offenbar in dem Theile der ganzen Vorrichtung, welcher die 
Rolle ausmacht, erstlich die Kräfte P und P' vertical aufwärts und in der 
Entfernung r von der Umdrehungs-Achse, zweitens der durch die Umdrehungs- 
Achse gerichtete Druck S unter dem Winkel cp gegen die lothrechte Rich- 
tung, und endlich drittens noch die aus der Reibung hervorgehende Kraft x 
in der Entfernung des Zapfenhalbmessers () von der Umdrehungs-Achse und 
in einer Richtung, die senkrecht auf der des Druckes S steht, und einem 
beabsichtigten Verschieben der Zapfen und Zapfenlager an einander gerade 
entgegenläuft. Das Gleichgewicht dieses Theils der Vorrichtung wird mit- 
hin, den bekanntesten Sätzen der Statik gemäfs, durch nachstehende Glei- 
chungen bedingt:*} 

1. r{P-P) = px, 

2. S.cos(p = P+F—xsin(p^ 

3. S.sin (f = xcos(py 

wobei der Angriffspunct sowohl als der Winkel cp auf der Seite von der 
Verticalen liegend gedacht worden ist, auf weicher die überwiegende Kraft 
P liegt. Diese Annahme entspricht der Wirklichkeit. Die entgegengesetzte 
Annahme wärde eine Änderung in den darauf Bezug nehmenden Vorzeichen 
veranlassen, dann aber die Rechnung selbst das Irrige der Annahme wieder 
gut machen. 

In dem andern Theile der Vorrichtung, an der Stelle wo der 
Druck zwischen den Zapfen und ihren Lagern sich bildet, wirkt erst- 
lich die Last Q^ zweitens der Druck S^ und endlich drittens der Theil 
2(^8-- x der Reibung, in Richtungen, welche beziehlich denen der Kräfte 



*) Man wird ohne mein Erinnern sogleich gewahr werden, dafs das Gewicht 
der Rolle blofs der Einfachheit halber aufser Acht gelassen worden ist; eben so ist 
blofs der Kürze halber r Halbmesser der Rolle genannt worden, obgleich dieser Buch- 
stabe in der Rechnung die Entfernung der Kräfte P und F von der Umdrehungs- 
Achse, d. h. den um die halbe Seildicke vergröfserten Halbmesser der Bolle vorzu- 
stellen hat. 

11» 
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P und Py des Druckes S und der Reibung x im vorigen Tbeile entge- 
gengesetzt sind. Das Gleichgewicht in diesem andern Theile der Vor- 
richtung wird mithin, wenn man sich alle Kräfte an der gedachten Stelle 
in gerade entgegengesetzter Richtung genommen vorstellt, wodurch in der 
Sache nichts gefindert wird, den Elementen der Statik gemäfs, durch nach- 
stehende Gleichungen bedingt: 

4. Scoscp = Q — {iuS—x)sin(p^ 

5. Ssincp = {2iLi — x)cos(py 

wobei noch dieselbe Lage des Angriffspunctes , wie vorhin, vorausgesetzt 

worden ist. 

Aus der 3ten und 5ten Gleichung erhält man sogleich 

X = uSy 

und nun aus der 2ten und 4ten 

P+P' = Q 
und aus der dritten 

tangy = jii; 

ferner folgt nun aus der 2ten, mit Zuziehung der fQr x und P+P' gefun- 
denen Werthe, 

S ^ Q 

oder, wenn man för fi den Werth lang cp setzt und zusammenzieht, 

S == Qcos(p. 
Dadurch verwandelt sich der vorhin für x gefundene Werth in folgenden: 

x = Li Q cos (f, 
und mittelst dieses Werthes erhält man aus der Isten Gleichung: 

P-F = iLt ^ Qcoscp. 

Aus den für P+P' und P—P' gefundenen Werlhen fliefst nun: 

P=iQ(}+^^joos(p), F = i(?(l"-A^fcos9)). 

1 
Da übrigens tangy = w, so wird cosy = /^^ , it; setzt man daher den 

bekannten Werth -r . ,. = ^ so gehen obige, für (p^ S, x^ P und F ge- 

fundenen Werthe über in: 

tang </) = /!, S = fQ, x = uf. Q, 

welche alle einzelnen Fragepuncte der vorgelegten Aufgabe beantworten. 



3. Ohm, über Zapfenreibung. 85 

Die gesuchten Bestimmongsstflcke hängen hier von der Zahl f auf ähn- 
liche Weise ah; wie die in Anfgahe 2. gefandenen von der dortigen Zahl 
f^ und eine ganz einfache Betrachtung giebt auch hier zu erkennen ^ dafs 
wenn /a. den Werth ^^ nicht fibersteigt, wie dies unter den gewöhnlichen 
Umständen stets der Fall ist^ so kann man /"^l setzen, ohne dafs daraus 
in den einzelnen Angaben ein Fehler hervorgehen könnte, der mehr als 
1 Procent betrüge. Eine Unrichtigkeit von so geringer Gröfse ist aber 
kaum in irgend einem Falle der Anwendung in Anschlag zu bringen, wes- 
halb fast ohne Ausnahme obige Formeln noch dadurch verkürzt werden 
können, dafs man die Zahl f aus ihnen ganz wegläfst. 

14) Da beim Gleichgewichte ohne Reibung P = F = ^Q ist, so 

drückt \ti^fQ oiTenbar die durch die Reibung veranlafste Änderung in 

jeder der Kräfte P und F aus, welche in der einen eine Vermehrung, 
in der andern dagegen eine Verminderung bewirkt. Eine weitere Zer- 
gliederung zeigt, wie dieses und alle übrigen Resultate unter sich voll- 
kommen übereinstimmen. So ist in Folge unserer Behandlung nicht blofs 
der gegenseitige Drack, sondern auch die Reibung in beiden Theilen der 
Vorrichtung der Gröfse nach gleich und der Richtung nach entgegen- 
gesetzt; wenn man sich daher, was schon bei existirendem Gleichge- 
wichte stets erlaubt ist, alle einzelnen Theile des Systems zu einem festen 
Ganzen verbunden vorstellt, so mufs dieses Ganze nothwendigerweise 
blofs durch die unter sich parallelen Kräfte P, F und Q im Gleichge- 
wichte erhalten werden, es mufs also sein P+P'=Q^ wie in der That 
der Fall ist, und die Momente aus den Kräften P und P' in ihre Ent- 
fernungen vom Unterstützungspuncte müssen noch aufserdem einander gleich 
sein. Dies letztere läfst sich aber so zeigen. Weil nämlich r die Ent- 
fernung der Kräfte P und F von der Umdrehungs-Achse bezeichnet, und 
der durch den AngriiTspunct gezogene Radius mit der Verticallinie auf 
der Seite der überwiegenden Kraft P den Winkel cp bildet, so ist (isin^) 
die Entfernung des AngriiTspunctes von der Verticallinie auf derselben 
Seite, und als Folge r — psinr/) die Entfernung der Kraft P, so wie r+psiny 
die Entfernung der Kraft F von dem Angriifspuncte; die vorhin erwähn- 
ten Momente sind also: 

P(r—p sin 9?) und F(r + QS\n(p). 

Aus tang9 = a erhält man aber siny = /^._? »x ? oder sinf/) = w/'. Setzt 
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man diesen Werlh fär sin 9) in die eben erhaltenen Ausdrücke der beiden 
Momente^ so werden diese: 



rP(\-ti^f) und r/>'(l4-^*f a). 



und es zeigt sich nun auf der Stelle, dafs diese Momente einander gleich 
sind, und dafs sonach alle Bedingungen des Gleichgewichts in der als ein 
festes Ganze betrachteten Vorrichtung erfüllt sind, wenn man nur noch für 
P und P' ihre vorhin gefundenen Werthe setzt. 

Die hier erhalteneu Resultate weichen von den auf gewöhnlichem 
Wege erhaltenen nicht ab, weil die in ihnen vorkommenden Bedingungen 
eine gleiche Vertheilung der Reibung über beide Theile der Vorrichtung 
nach sich ziehen; um daher über die eigentliche, bei ungleicher Verthei- 
lung sich erst recht hervorhebende Function der Reibung in der losen Rolle 
noch gröfseres Licht zu verbreiten, und zugleich um den Grund einer bei 
dem Gebrauche dieser Vorrichtung stets wahrzunehmenden Seitenbewegang 
klar nachzuweisen, will ich an die vorige Aufgabe noch folgende damit 
verwandte anreihen. 

15) Aufgabe 4. Es bleibe alles noch ganz so wie in der vori- 
gen Aufgabe, nur mit dem Unterschiede, dafs die beiden Enden des Seils 
jetzt nicht mehr vertical aufwärts, sondern, zwar noch unter sich paral- 
lel, aber in einer Richtung wirken sollen, die mit der Verticallinie einen 
gegebenen Winkel a bildet; man soll in diesem Falle die Bedingungen 
des Gleichgewichts mit Zuziehung der Reibung im Maxime angeben. 

Auflösung. Stellt man bei dieser Auflösung dieselben Betrach- 
tungen an, wie in der vorhergehenden^ und behält man alle dortigen Be- 
zeichnungen auch hier noch in demselben Sinne bei, so erhält man auf 
eine ganz ähnliche Weise, als Bedingungen des Gleichgewichts für den 
Theil'der Vorrichtung, welcher die eigentliche Rolle ausmacht, folgende 
Gleichungen : 

1. (P-P>= ^x, 

2. Scoscp = {P+P')cosa^xs\n(py 

3. iSsin^ = (P+F) sin a+xcos(p^ 

und für den andern Theil der Vorrichtung folgende: 

4. Scoscp = (> — (2uS — a;) sin y , 

5. Ssincp = {2fiS'-x)cos(p. 
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Um in den Gliedern, worin TheilkrSfte der Reibung vorkommen, ein 
doppeltes Vorzeichen zu vermeiden, ist festgesetzt worden, dafs die Rei- 
bung stets unter dem Winkel ^+90^ auftritt, welches darauf hinaus- 
Ifiuft, alle Winkel nach der Seite hin zu zählen, nach welcher die Rolle 
von der Reibung zu einer Drehung augereizt wird. Diese Anordnung in 
der Art die Winkel zu beziehen, ist dieselbe, welche schon in Aufgabe 2. 
gebraucht worden ist, und läfst sich hier wie dort jedesmal aus den unmittel- 
baren Angaben der Aufgabe noch vor aller Rechnung leicht ins Werk 
setzen. 

Aus der 2ten und 3ten dieser Gleichungen erhalt man durch Elimi- 

mination der Gröfse x: 

S = (P+rjcos(a-9)), 

mid aus der 4ten und 5ten durch Elimination von fiS—x: 

I. S = Qco3(p^ 
woraus ferner folgt: 



IL P+F = Q 



COSqp 



C08(a--5p) ' 

sodann erhält man aus der 5ten Gleichung, mit Zuziehung des für S ge- 
fundenen Werthes, 

III. X = Q{2 /LI cos (p — s\n(p)^ 
und aus der ersten Gleichung, mit Berflcksichtigung des eben für x gefun- 
denen Werthes: 

IV. P-F == ^Q{2ficos(p-s\n(p). 

Durch Addition der 3ten und 5ten Gleichung erhält man 

2Ssm(p = {P+F)sina + 2uScos(p; 
setzt man aber in diese Gleichung ffir £> und P+F ihre eben erhaltenen 
Werthe, so ergiebt sich 

2(siny— |UCOsyjcos(a — 9)) = sina, 
aus der der Winkel <p in folgender Weise sich bestimmen läfst. Führt man 
nämlich einen Winkel r von der Beschaffenheit ein, dafs tang>' = ^, so ver- 
wandelt sich vorstehende Gleichung in folgende: 

2sin(y— r)cos(a — y) = sin a. cos r^ 
und diese geht, nach einer bekannten trigonometrischen Formel, über in: 

sin(a — y) + sin(29) — a— v) = sinacosr^ 
woraus sich nun, nachdem sin{a—y) entwickelt worden ist, sofort ergiebt: 

V. sin(29) — a— r) = cos a sin r. 
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Hat man nun erst aus der letzten Gleichung (V.) den Winkel q> 
gefunden, so dienen dann die Gleichungen (I.)? (H.), (HI.) und (IV.) zur 
Bestimmung aller noch flbrigen unbekannten Stücke der Aufgabe. Die 
Gleichung (V.) geht, was auch die Natur der Sache verlangt, ffir a = 
in die entsprechende Gleichung der vorigen Aufgabe, nämlich in die 
Gleichung tang9) = /i über; denn für a = verwandelt sich die Glei- 
chung (V.) in sin (2^) — v) = sin r , woraus erstlich (p = v und dann auch 
tangy = tangv= a folgt. Nachdem man diesen Übergang erkannt hat, hält 
es nicht mehr schwer, einzusehen, dafs unter derselben Voraussetzung auch 
die Gleichungen (I.), (IL), (IIL) und (IV.) in die analogen der vorigen Auf« 
gäbe übergehen. 

Ki) Aus den hier erhaltenen Resultaten lassen sich einige nicht 
iininleressnnle Folgerungen ziehen, die wir nicht aufser Acht lassen wollen. 
Da nfimlich der Werth x seiner Natur nach nicht über die Grenzen und 
2uS hinaus fallen kann, so folgt aus der Gleichung (III.) in Verbindung 
mil der (I.^, dafs 2ft—lang(p nicht über die Grenzen und 2u, oder 
tang^' über die Grenzen 2u und hinaus fallen können. Da wo tang^ = 2a, 
ist .r = 0, und wo taug9' = 0, da ist x =2fiS: im erstem Falle liegt also von 
der Reibung gar nichts in der Rolle, sondern alle in dem mit der Last ver- 
einten Theile, im andern Falle hingegen liegt die ganze Reibung in der Rolle 
und nichts davon in jenem Theile der Vorrichtung. Um nun die Werthe zu 
finden« welche an jenen Grenzen dem Winkel a im Zustande des Gleich- 
gewichts entsprechen, müssen wir die Gleichung (V.) nach a auflösen. Da- 
durch erhrUt man: 

_ 2 tan jr y — 2 tang v 

^ ~" 1 — taugy(taugy — 2tangy) * 

oder« wenn man für tangr ihren Werth u setzt: 

2tangy — 2/i 



tansT« = 



^ 1 — taugqr (laugy — 2/4) 

.Mit Hülfe dieser Gleichung findet man nun. dafs an der Grenze, wo 
lang«/ —2*/ ist, tang« = 2.N werde, und dafs an der Grenze, wo tangy=0 
i?l. tangrt — — 2i/ sei. Es erhellet aus dieser Betrachtung, dafs an der 
lo!ion Rolle die Last Q mit den Kräften P und F\ bei gar verschiedener 
Lage der Enden des Seils gegen die Verticallinie. unter sich im Gleich- 
srewichte sich befinden könne; jedesmal nämlich, so lauge der Winkel a« 
welchen die Richtung des Seils diesseits oder jenseits der Verticallinie 
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mit dieser macht, nicht so grofs wird, dafs seine Tangente den Werth 
2fi fibersteigt. Der Unterschied in diesen verschiedenen Gleichgewichts- 
zuständen ist biofs darin begründet, dafs die Reibung 2fjiS in jedem auf 
eine andere Weise sich aber die Zapfen und Zapfenlager vertheilt, und 
an den Grenzen, wo tanga=:+2^ wird, liegt die Reibung entweder 
ganz in den Zapfen, oder ganz in den Zapfenlagern. Eine genaue Be- 
rflcksichtigung der Art und Weise, wie die Beziehung der Winkel in 
dieser Auflösung festgesetzt worden ist , giebt zu erkennen , dafs wenn 
man sich so vor die Ebene, worin die wirkenden Kräfte liegen, sich hin- 
gestellt denkt, dafs die überwiegende Kraft P der schwächer wirkenden 
P* zur Rechten liegt, und nun den Gleichgewichtszustand in's Auge fafst, 
wobei die beiden Enden des Seils zur Linken von der durch ihren obersten 
Pnnct gehenden Verticallinie abweichen, und mit dieser einen Winkel machen, 
dessen Tangente = 2/^ ist, so ist auch tang97 = 2/^, d. h. der Druck S er- 
zeugt sich in einer mit den Enden des Seils parallelen Richtung, und die 
Reibung 2^S liegt dann ganz und gar in dem Theile der Vorrichtung, durch 
den die Last Q mit der Rolle zusammenhängt; fafst man dagegen den Gleich- 
gewichtszustand in's Auge, wo die Enden des Seils zur Rechten von der 
durch ihren obersten Endpunct laufenden Verticallinie abweichen und mit 
dieser einen Winkel bilden, dessen Tangente = 2a ist, so ist in diesem 
Falle tang9) = 0, d. h. der Druck S zwischen den Zapfen und ihren Lagern 
bildet sich in verticaler Richtung, und die dann horizontal wirkende Rei- 
bung 2fiS hat jetzt ganz und gar ihren Sitz in der Rolle. Beziehen wir 
daher die jedesmalige Gleichgewichtslage der Vorrichtung auf die durch den 
Aufhängepunct der Enden des Seiles gehende Verticallinie und nennen Lage 
A jede nicht lothrechte, wobei das Ende des Seils, woran die gröfsere Kraft 
P wirket, nach aufsen gekehrt ist, Lage B dagegen diejenige, wobei das- 
selbe Ende des Seils nach innen gekehrt ist, so hat sich aus der bisherigen 
Untersuchung ergeben: 

1. dafs mit der äufsersten Lage A ein verticaler Druck S und der Sitz 
der vollen Reibung 2uS in der Rolle, verknüpft sei; 

2. dafs mit der äufsersten Lage B ein mit den Enden des Seils paralleler 
Druck Sy und der Sitz der vollen Reibung 2uS in dem mit der Rolle 
verbundenen Theile, woran die Last wirkt, verknöpft sei; 

3. endlich dafs, was bereits in der vorigen Aufgabe erwiesen worden 
ist, bei einer Lage, welche zwischen den äufsersten Lagen A und B 
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gerade das Mittel hSlt (d. h. wobei die Enden des Seils vertical tierab- 
iiängen), der Druck S sich in einer Richtung erzeugt, die mit der 
Verticallinie einen Winkel bildet, dessen Tangente = |U ist, und dafs in 
diesem Falle die Reibung 2/^8 sich in gleichen Theilen auf die Zapfen 
und deren Lager vertheilt. 

17) Aus Vorstehendem läfst sich nun leicht der Umfang ange* 
ben, innerhalb welches Veränderungen im Gleichgewichtszustande der losen 
Rolle eintreten können, und zugleich die Function nachweisen, welche da- 
bei jedesmal die Reibung auf sich nimmt. Stellen wir uns nämlich die mit 
einer losen Rolle durch Zapfen und Zapfenlager verbundene Last frei schwe- 
bend und die ganze Vorrichtung in ihrem natürlichen Gleichgewichtszustände 
vor, wobei jedes Ende des Seils die halbe Last Q trägt, der Druck gegen 
Zapfen und Zapfenlager in verticaler Richtung geschieht, und die Reibung 
Null ist, weil sie durch keine Ursache zur Tbätigkeit aufgefordert wird, 
und dafs z. B. dem unbefestigten Ende des Seils eine Überwucht von solcher 
Gröfse mitgetheilt werde, dafs zwar mit Zuziehung der Reibung dadurch 
noch kein Verschieben zwischen den Zapfen und ihren Lagern eintreten 
kann, aber doch die Reibung veranlafst wird, sich bis an ihr Maximum hinauf 
zu steigern; so wird die Reibung im ersten Augenblicke angewiesen, ihre 
ganze Tbätigkeit blofs in die Rolle zu werfen, weil im ersten Augenblicke 
aller Trieb zur Bewegung blofs in der Rolle erweckt wird. Und weil 
überdies der Druck zwischen den Zapfen und ihren Lagern in verticaler 
Richtung geschieht, so wird die äufserste Lage A diejenige sein, welche 
unter solchen Umständen der ganzen Vorrichtung ihrer Natur nach zu- 
kommt. Auch wird in der That unter den obwaltenden Umständen die 
ganze Vorrichtung angetrieben werden, jene äufserste Lage A einzuneh- 
men , und sie mflfste sich auch wirklich in Folge der in horizontaler 
Richtung auftretenden und nur nach jener Seite hinstrebenden Reibung 
in Bewegung setzen, um die entsprechende Stellung einzunehmen, wenn 
sich einer solchen Bewegung nicht die mit der losen Rolle stets verknüpfte 
pendelartige Beschaffenheit der ganzen Vorrichtung entgegensetzte. Durch 
die pendelartige Natur der ganzen Vorrichtung aber wird die gedachte Be- 
wegung blofs in ein Vorrücken des Angriffspunctes und in eine damit ver- 
bundene Änderung in der Richtung des Druckes umgewandelt, so lange 
bis der in Aufgabe 3. abgehandelte Gleichgewichtszustand eingetreten ist; 
dann aber ist auch eine gleichförmige Vertheilung der Reibung, welche im 
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ersten Augenblicke blofs auf die Rolle sich hinzuwerfen gezwungen war, 
Aber die Zapfen und Zapfenlager bereits geschehen. Es ist übrigens leicht 
einzusehen, dafs bei einem plötzlichen Eintritte der Überwucht, und noch 
mehr bei fortdauernder Veranlassung dazu, wie dies z. B. bei einem stetigen 
Heben der Last der Fall wSre^ auch eine wirkliche Seitenbewegung be- 
ginnen, und im letztern Falle auch eine bleibende, der Sufsersten Lage A 
mehr oder weniger sich annähernde Stellung der ganzen Vorrichtung ein- 
treten müsse. Die Gröfse des Winkels a, unter welchem sich die ganze 
Vorrichtung bei einem ununterbrochenen, gleichförmigen Heben der Last ein- 
stellt, hängt, wie man sogleich gewahr wird, nicht blofs von der Gröfse des 
Reibungscoefficienten, sondern auch von der Geschwindigkeit, womit die Be- 
wegung geschieht, ab. Das Problem der losen Rolle ist nämlich im All- 
gemeinen, so lange der Winkel a noch unbestimmt bleibt, eine unbestimmte 
Aufgabe; diese Unbestimmtheit verschwindet jedoch, sobald das Problem 
nicht mehr zur Statik, sondern zur Mechanik gerechnet wird, weil dann die 
Art., wie sich die Reibung über beide Theile der Vorrichtung vertheilt, aus 
der Natur der die Bewegung bewirkenden Kräfte erkannt werden kann. 

Für den Fall, wo die Last Q an der losen Rolle durch Menschen, 
ruckweise in die Höhe gezogen wird, ergeben sich noch aus obigen Be- 
trachtungen folgende besondere Bemerkungen. Wenn nach geschehenem 
ersten Zuge durch die Menschen die ganze Vorrichtung in eine Lage A, 
die mehr oder weniger der äufsersten Lage A sich annähern kann, ge- 
kommen ist, und nun nach aufgehobener Anziehung cfes Seils die ganze, 
Vorrichtung sich selber überlassen bleibt, so wird sie, gleich einem Pendel, 
wiewohl in verwickelterer Art, Schwingungen eingehen, und so lange sie 
sich selber überlassen bleibt, abwechselnd in Lagen A und in Lagen B 
kommen. Je nachdem nun der zweite Zug durch Menschen in einer oder 
in der andern von diesen Lagen geschieht, wird der Erfolg ein anderer sein- 
Geschieht nämlich der zweite Zug in dem Augenblicke, wo die Vorrichtung 
bei ihren Schwingungen ihre höchste Lage A erreicht hat, so wird während 
des Zuges der Gang der Schwingungen verzögert, und zugleich die gröfste 
Kraft zur Hervorbringung einer und derselben Hebgeschwindigkeit erfordert 
werden. Geschieht aber der zweite Zug in dem Augenblicke, wo die Vor- 
richtung während ihrer Schwingungen die höchste Lage B erreicht hat, so 
ist an dieser Stelle zur Hervorbringung derselben Hebgschwindigkeit der 
geringste Kraft -Aufwand erforderlich; zugleich wird aber auch der Gang 

12» 
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der Schwingungen bescblennigt und ihr Umfang vergröfsert werden. Ge- 
schieht endlich der zweite Zag in dem Aogenblicke, wo die Vorrichtimg 
ihre natärliche Stellung eingenommen hat, in welcher nfimlich die Seile ver- 
tical herabhängen, so ist zur Hervorbringong derselben Geschwindigkeit eine 
mittlere Kraft erforderlich, wie sie dem in Aufgabe 3. behandelten Gleich- 
gewichtszustande entspricht, und der Gang sowohl als der Umfang der 
Schwingungen wird dabei entweder aufgehoben oder erhöhet, je nachdem 
die Vorrichtung aus Lagen A oder aus Lagen B in die bezeichnete Stellung 
zur Zeit des zweiten Zuges gekommen war. 

Indem ich die Betrachtung der losen Rolle hier schon fallen lasse, 
geschieht es in der Hoffnung, dafs der blofse Versuch zu einer vollständi- 
gem Theorie der an dieser interessanten Vorrichtung sich zeigenden, mannig- 
faltigen Erscheinungen und zu einer gründlichem Bearbeitung des Gegen- 
standes Anlafs geben werde. 
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4. 

Recherches sur la figure et le mouvement d'iine 
bulle d'air, dans un liquide de density constante; 
question proposöe par racadämie Royale de Bruxelles 

pour le concours de 1828. 

(Par Mr. Theremin, Capitaine du gönie des voies de commanications 

b. Ircoutsk en Sibärie.) 



lere Partie. Recherches snr la figure de la bulle. 

X cur determiner la figure de la bulle, il faudrait pouvoir la considerer 
dans Tetat de repos; er, cet elat est impossible, si la bulle n^est pas ca- 
pillaire, car, la densite de Tair ctant fort pelite comparativemeDt ä celle 
de presque tous les liquides connus, la Force qui tcndra ä faire monter 
la bulle, sera toujours plus grande que la cohesion des molecules liquides, 
a moins que les dimensions de la bulle n'exedent pas le rayon de la sphere 
d'activite de la Force de cohesion. 

Pour pouvoir considerer la bulle dans Teiat de repos, nous pouvons 
faire une hypothese, qui est d'ailleurs permise: c'est d'imaginer que le liquide 
soit lui mdme en mouvement, et que ce mouvement seit egal et directement 
oppose a celui que la bulle aurait en montant dans le liquide librement en 
vertu de la diiference de densite, et sans aucune vitesse initiale. II est 
bien evident que cette hypothese ne change absolument rien ä la figure de 
la bulle, et nous permet seulement de la considerer dans Tetat de repos, ce 
qui facilite Tabord de la question. 

Cela pose, prenons pour plan de xy^ le plan horizontal tangent a la 
partie inferieure de la bulle, et pour axe des ordonnees verticales, ss, Taxe 
de revolution de la bulle (car il est evident que la surface de la bulle sera 
de revolution), nommons h la hauteur du liquide au dessus du plan des xy^ 
en nn instant quelconque t^ alors, la pression correspondante a une ordonnee z, 
sera, pour Tunite de surface: 

flf.Z).(A— a), 
g itant la pesanteur, et D representant la densite du liquide. 
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Si Ton Domme SA an element de la surface de la bulle, ayant ponr 
projection sur le plan horizontal le rectangle infiniment petit dx.dy, Tex- 
pression de la pression du liquide sur cet element sera: 

que nous representerons, pour abreger, par p. 

Supposons que la bulle a Tinstant t, oü nous'la considerons, ait la 
figure qui lui convient pour Tetat d'equilibre entre les pressions des el^mens 
de sa surface, supposons dis-je pour un instant infiniment petit, que sa sur- 
face devienne solide, excepte en deux quolconques de ses elemens dA et 
dÄ: il est bien evident que cette hypotese ne change rien a la nature de 
la question, et que puisque la surface est celle qui convient a requilibre, cet 
equilibre devra continuer ä subsister entre les pressions p et p' des deux 
elemens dA et dÄy pour lesquels la surface ne se serait pas solidifiee. 

Pour exprimer requilibre entre les pressions p et p\ le principe d'6ga- 
lite de pression donnera: 

Quoique le principe d'egalite de pression ne seit vrai, que pour le 
cas oü le fluide interieur seroit non pesant, nous pouvons cependant en faire 
nsage ici, puisque par Thypotese du mouvement du liquide et du repos de 
la bulle, nous transmettons au liquide Teffet de la pesanteur de Tair de la 
bulle, et parconsequent nous pouvons pour un instant considerer la bulle 
comme non pesante. 

Si les deux elemens dA et BA sont contigus, nous aurons: 
dÄ ^ dA-\-d'^A, et de möme la pression p' sera p'^^p+dp^ 
valeurs qui etant mises dans Tequation (1.) donnent: 

pdA+pd^A = pdA+dp.dA, 
ou simplement, en supprimant, pdA de part et d'autre: 

2. pd^A = dp.dA. 

Comme p et dA sont fonctions de ss^ x, y, il s'en suit que requation 
(2.) exprime une propriete de la surface de la bulle, et peut servir conse- 
quemment ä determiner la nature de cette surface. Observons avant tout 
que la surface de la bulle est fermee, et de revolution par rapport ä Taxe 
de Zy nous aurons pour Texpression de cette surface une equation de 
la forme: 
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B etant une constante, et F exprimant nne fonction quelconque de i{x^+y^)\ 
or le signe sup^rieur appartient a Tordonnee de le surface superieure, et 
Tinferieur a la portion de surface , inferieare au plan horizontal z = B; il 
suit de ceci, que dz aura aussi le double signe +, et parconsequent Tac- 
croissement dp de la pression devra avoir aussi le double signe, puisque 
dp = '-g.D,dx.dy.dZy comme on peut facilement le deduire de Tex- 
pression de p^ avec la senle difference qu'il faut prendre le signe + pour 
la surface inferieure et le signe — pour la surface superieure, quand il 
s'agit de Taccroissement dz de Tordonnee, et les signes en sens inverses 
pour raccroissement dp de la pression; ainsl, Teguation (2.) 

p.d^A = dp.dA 
est Celle de la surface superieure, et Tequation: 

3. p.d^A = -dp.dA 
Celle de la surface inferieure de la bulle. 

Examinons d'abord requation (3.); pour cela, faisant passer le second 
membre dans le premier, on aura evidemment Texpression de la differentielle 
du produit p,dA; or si 

dip.dA) =0^ on aura necessairement p . d^ = constante. 
Pour determiner la constante, mettons au lieu dep^ sa valeur dx.dy.g.D{h—z) 
et au lieu de dA sa valeur connue dx.dy'^{i+q'^'\'q'^)^ q et q' exprimant 
ici les coefficiens differentiels partiels de z pris par rapport k x e{ k y, 
et on aura: 

dx\dy\g.D{h-z)i{\-\-if-\-q''') = conslante. 
Or, il est evident que pour le plan horizontal nous aurons ä la fois Z = 0, 
jf = 0, ^ = 0, d'oü Ton tire: 

dx^.dy'^.g.Dh = constante, 
valeur qui etant mise dans requation ci dessus la change, en simplifiant^ en 

(A-Ä)|/(t+^+5f'^) = h, 
que Ton peut mettre sous la forme: 

Or on sait que ^/i . > i,fl/»^ ®^* Texpression du cosinus de Tangle que le 
plan tangent fait avec le plan des Xy y, ou bien de Tangle que la normale 
fait avec Taxe des z. Ainsi ce cosinus etant ici — r— , il est evident que 
requation (4.) represente une sphere de rayon h. 
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Pour integrer requation (2.)) c'est-a-dire celle de la surface superieure, 
mettons pour p et dA leurs valeurs ci dessas, et ponr 8^A la quantite: 

nous aaroDS, apres les reductions: 

— .^^^—^^—^ — _ _c/Ä.|^(l+r+9 )^ 

2 
or, si Ton muitiplie chaque membre par /^_ vri4- '4- '^ ^ ^^ ^^^^ ^^ ^^^ 

tegrant : 

+log{i+ q'+q'^) = +log(A-a)'+conslante. 
Mais en nommant a la hauteur de la bulle au dessus du plan des xy^ on 
aura a la fois pour ce point culminant: ss = a^ 9 = 0, q'=0^ ainsi 

constante = — log(A— a)% 
d^oü, parconsequent: 



logii + q'H') = log(|=J), 



et enfin, en passant des logarithmes aux nombres: 



5- i+?'+?" = (S 



pour lequation diiFerentielle de la surface superieure de la bulle. 

dz 

Si Ton pose a la fois y = et q=-^ = 0^ Tequation (5.) se re- 

duira ä celle de la generatrice plane sur le plan des xz; cette equa- 
tion scra: 



«• »+i^ = G^). 



qui nous condait d'abord ä une propriete tres remarquablo de la surface. 



"3 



d' 

Pour le demontrer prenons d'abord ^-4« nous aurons: 

dh _ (ft-s) 

or, nous avons que lo rayon de courbure a pour oxpression: p= ~ — 

dp 
donc, en mettant les valeurs de l+^-r ^^ de -^ dans p, on aura: 

p = — (A— J5f.(Ä— a). 
Mais si Ton observe que la pression P correspondanic a la hauteur de 
liquide h—s a pour expression P = ^.Z)(A — a) , il viendra, en elimi- 
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nant (A— «) eotre P et f. 



7. P g^BT ' 



ce qui prouve que le rayon de coarbare de la partie Boperieore de la JbuIIe 
est proporlionnel i la seconde pniaaance de la pression exercee par le fluide 
sor la bulle, au poinl correspondaat. Ce resullal est d'autant plus remarqnable, 
que 81 Ton eut Toula determiner la sarface de la bulle suivant une bypothese, 
la seule hypothese permise eul ete de suppoaer le rayon de coarbare pro- 
portioonel a une puiasance qoelconque de la pression. 

En tirant dx de Tiquation (6.) et integrant, il vient: 

±x = (*-a)log[*^+|/((*^)'-l)]+C0Hsl. 
or, si x^O^ on a s = a^ donc 0= constante, et 

8. ±. = (»_.),<^[^+y((^y_i)] 

est r^uation de la generatrice plane de la sorface snpirieure, et pour avoir 
reqoation de la surface eile mönie, il suffit de remplacer x par le radical 
/(^+Sf^)- Quoiqoe Tequation de la generatrice ne sott pas constructible, il 
esl facile de voir que ce sera une eourba fres pen convexe, puisque le rayon 
de courbure est tres grand, et varie tres peu d*nn point a Tautre de la surface, 
a moins que h ne sott fort petit par rapporl a a; on pourra mdoie remplacer 
par approximalion la surface superieure par une calolte spherique dont le 
rayon ^' serait moyen entre les rayons de courbure de tous les points de 
la surface; si Ton nomme s = ft^ la valeur de ^ pour le point oü la gene- 
ratrice plane de la surface superieure vient rencontrer le cercie generaleur 
de la calotte inf^rieure, la valeur de (> pour ce point sera: 

mais comme ft et a sont le plus souvent tres pelils par rapport a A^ il sutt 
que cetle valeur de p ne differera pas sensiblement de celle de q au point 
culminant, qui est (i=: — (&>-a)^; donc le rayon i/^ qui sera coropris entre 
ces deux valeurs, aura pour expression: p' = — (ä— a)^+<^> ^ etani loujours 
une quantite fort petite. 

La bulle sera d'autant plus applattie que la hauteur h esl plus grande, 
et aa forme sera donc & tres peu pres celle d'une lentille dont les surfaces 
DU caloltes spheriques auraienl pour rayon h et (A— a)^+^ 9 etant fort petit; 
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on con9oit de ceci pourquoi les buUes, qae Ton ne peut gaöres obserrer 
que pres de la sarface da liquide, paraissent presqae toujours sphiriqnes, 
puisqae les quantitös h et (A— a)^ deviennent d^autant plus petites, et par- 
conseqnent les denx faces de la lentille plus convexes. 

La figure de la bulle, teile que nous venons de la deduire, ne peut 
Jamals dtre observie dans la natura, i cause d'one foule de circonstances^ 
dont les unes sont propres a älterer la figure de la bulle, et les autres propres 
k nous faire Illusion sur la figure reelle; parmi les causes qui altirenl la 
figure calculöe de la bulle, il faut meltre en premfer lieu la viscosite da 
liquide, que nous n*avons pas introduit dans le caicul, et qui augmente bean- 
coup la convexite; en effet, la viscositö augmente la cohesion des molicules 
liquides, et parconsiquent les molecules qui forment une espece d^enveloppe 
autour de la bulle, s^altirant avec d'autant plus de force que la cohesion est 
plus grande, il s'en suit que cette enveloppe cede alors moins facilement a 
la pression du liquide environnant, et tend ä devenir un minimum, qui serait 
une surface spherique, si la pression etait nulle; ainsi donc il s^ötablit un 
equilibre entre la force de la cohesion et la pression, et alors la bulle prend 
une figure moyenne enlre la sphere et la lentille calculöe, et se rapproche 
successivement de Tune ou de Tautre, selon que le rapport de la pression i 
la cohesion augmente ou diminue; c^est pourquoi les bulles capillaires sont 
toujours spheriques, et roöme on observe d'assez grandes bulles presque sphe- 
riques dans les liquides tres visqueux, surtout pres de la surface. Une aulre 
cause, qui proliablement influe aussi sur la figure de la bulle, et qne nous 
avpns suppose la vitesse initiale nulle, ce qui n'est pas le cas dans la natura, 
et ce qui ne peut ötre observe. 

Parmi les causes qui produisenl illusion sur la figure observee, il faut 
placer d'abord la dirficulte d^observer, pendant le temps tres court que la 
bulle passe dans le plan horizontal ou se trouve Toeuil de Tobservateur; 2"" 
que partout ailleurs que dans ce plan la bulle n'est vue qn^en perspective; et 
enfin 3"" qu'U n'est gueres possible d'observer une bulle, que dans un vase 
de verre, parconsequent a une hauteur de liquide h assez petite, et outre 
les causes d'erreur döja eitles s'ajoutent les illgsions dues a la r^fraction da 
liquide et ä Celles du verre. 

2*^'' Partie. Dans la prämiere partie de mon memoire ]*ai döter- 
mine la figure que devrait avoir la bulle d'air, dans Thypothese que la eo- 
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hösion des molöcales fluides ii*eat ancune ioflaence; mais, TeipMence ayant 
dömontri que la convexiti de la bnlle 6lmt dans la natura heaacoup plus 
forte que celle que nous avons trouvö par le calcul, introduisons la cohesion 
daua no8 formules, et royona quelle sera noflueuce de cette nouvelle force 
8ur la forme de la bulle d'air. 

On doit considörer la cohMon comme une forae eonstante e^ qui uuit 
entre elles lea molecules liquides qui forment Tenveloppe de la bulle d^air, et 
parconsiquent Taction de cette force est dirigee dans le plan tan^nt & la 
surface de la bulle; donc la force e pourra se döcomposer en deux autras 
foraes dont Tune sera verticale, et Tautra horizontale; or si nous nommons 
di la distance de deux ^löments infiniments voisins, de la surface, et dont 
dx, dy, d% sont les projections sur les axes, nous aurons: 

dt 

e-g- pour la composante rerticale de e et 

e ^ ^J' ^ ^ pour la composante horisontale. 

Or, observons que les composantes horisontales de la cohösion pour tous les 
ölimens d*un mdme cerale, et parcons^nent pour toute la surfisce, se fönt 
^ilibre entr'elles, et indöpendamment de la pression; donc nous n^aurons a 
considerar que Teffet de la seule composante Tertlcale. Mais comme il est 

facile de Yoir que la composante e-g- a^t de bas en haut, tandis que la 

pression agit de haut en bas, il s*en suit que la quantiti p dans Tiquation 

1. pd^A-dpdA = 0, 
deviendra : 

2- (dx.d9g.d.{k-%)-edA.^y 

Pour traite plus facilement T^quation (1.) observons qu'en divisant par {daf 
et changeant les signes il Tient: 






d*ou il suit: 



P _ 



)u bien: 



-^ =s eonstante. 



S3 =» *»"■*• 

13 
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Bn mettant poar dÄ m Talenr 

et en observant qu^oii a & la fois a = a, Vv+^CT+'gji'y^i» S"*®^ '^ 

vient: 

gd{k'-a) ^ ooBStante. 

En nettaot cette yaleor dans r^quation et rMaisant, oii obtient: 

3A— » c m m 

— n ?ri gnr: ^t* »^a i .A4, *\ 4^ ^ ^ — Ä 



y'(,+ ^+^j .*V(*-+*-+«0 



povr röquation differeDtielle de la sarface sapMeiire de la bulle. 

Pour passer de reqaatioii de la surface k celle de la giniralriee plane, 

il faut faire Qr — % «t dy = dans l'iquation (3.), et Ton troove 

faisant poor abreger (A— a) = » et -^ "= m. 

Observons qa*en faisant dans celte iqnation e^Q (d*oA «==0), ob 
retrouve IVqaation 

"" ±«/((*-»y-ii')^ 

que noas avons diduit precidemment, en snpposant nulle la eohesion. 

Observons encore que requation (4.) a au denominateur un radical 
affecte du double signe +; mais il ne faut prendre que le signe supirieur 
+ pour lequel requation se reduit a zero, quand on fait s =? a^ car alors 

^^==0. L'autre signe appartient a une autre brauche de la courbe, que 

nous n'avons pas besoin d^examiner. 

Sans integrer requation (4.) il est facile de pronyer que la conyexite 
de la surface angmente par rintroductiop de la quantitö e; pour eela coaiparoDS 

Sä 

-^, lire des equaUons (4.) et (5.), en snpposant k^ a, et a egaox dans les 

deux equations. 

De requation (4.) on tire: 

de requation (5.) on tire: 
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or il est facile de TOir que Ton a a la fois: 

donc, il foit qae peor des valeura egales de %, dana denz eoarbes poiir lea- 
qaellea A et a sont lea mönea, on at 

±-|-(6.), >±-|-(7.), 

ce qai prouve, qae dana ie cas de la coh^aion, la courbe geniratrice de la 
aurface aoperieare de la balle est plus convexe, que quand on suppose nulle 
la oohösion du liquide. 

La cohision e ilanl une force qu! modifie Taclion de la pression du 
fluide, nous pouvons la reprisenter par la pression d^une colonne fluide, dont 
nous nommerons V la bauteur, et alors on anra e^g.d.K, valeur qui donne 
i r^quation (4.) la forme suivante plus Elegante: 

On Yoit que cette' equation est homogene, et quil n^y entre que les quan-* 

tites constantes h^ h\ a, qui sont Unfaires; il faut seulement obsenrer, que 

la quantite k se compose de deux parties, Tune quo nous nommerons H, el 

qui sera la hauleur du liquide au dessus de la bulle, la seconde H\ qui sera 

la hauteur du liquide qui reprösenterait la pression atmospberique, car la bulle 

est aussi soumise a eelte pression; donc Tiqualion (8.) deviendra: 

dx (jH+W-^ay-^hr 

D^ailleurs il faut encore observer que la bauteur du liquide h' qui 
represente la oohesion, est une quantite fort grande, car on sait que la co- 
b6sion est dans les corps solides une quantite infiniment grande par rapporl 
a la pesanteur, et dans les liquides, quelque faible qu'elle soiU eile aera lou- 
jours representee par une hauteur h' tres grande. 

Nous ne neos arrdterons pas a discuter requation de la gdneratrice 
de la surface inferieure de la bulle; il nous suffit de dire qu^elle ne sera 
pas un cercle, mais que sa convexite sera aussi plus grande que celle du 
eercle trouv^ dans la premiere partie de ces recherches, pour la generatrice 
de la surface inferieure. II est donc demonirö analytiquement, que Teffel de la 
cohMon des molecules liquides est d*augmenter la convexite de la bulle d'air. 
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5. 

Baiyeentrisehe Lösung der Aufgabe des Heim 
Tlu Clausen in des IV. Bandes 4. Hefte, 

Seite 391« u. a. w. 

(Vom Herrn . Prot Möbmt mn Loipsig.) 



Wenn von swei Dreiecken das eine in, das andere um einen Kreis be« 
schrieben ist, und das erstere sugleicli in das letztere eingeschrieben sein 
soll, so sieht man augenbliclüich, dafs man su den Spitsen des erstem die 
Berahrungspuncte des letstem mit dem Kreise su nehmen hat. Eine sehr in- 
teressante, von Herrn Clausen a. a. 0. vorgelegte und gelösete AuJTgabe 
entsteht aber, wenn umgekehrt gefordert wird, dafs die Spitsen des um den 
Kreis beschriebenen Dreiecks in den (yerlingerten) Seiten des in ihn be- 
schriebenen liegen sollen. Im Gegenwärtigen will idi diese Au^pdie aof 
Kegelscbnitle Oberhaupt ausdehnen, und seigen, wie sie mit Hfllfe der bary- 
centrischen Rechnung sich lösen lAfst. 

Sei ABC (Taf. I. Fig. 5.) ein in, und A'B'C ein nm einen Kegel- 
schnitt beschriebenes Dreieck, und letsteres sugleich in ersteres beschrieben, 
so dafs Ä in BC, B in CA, C in AB liegt Weil der Kegelschnitt durch 
A, By C gehen soll, so kann man seinen Ausdruck setsen: 

II. fpA^gqB^hrC, wo 1) y+j+T" = 

die Gleichung ist, welche zwischen den Veränderlichein des Ausdrucks be- 
stehen mufs. Und weil der Kegelschnitt die Seiten des Dreiecks ABC* 
berflhren soll, so mufs sein Ausdruck auch die Form haben: 

n. ixA'\'kgBr+l%C', wo 2) |/a?+]^y+|/s = 
die Gleichung zwischen den Veränderlichen des Ausdrucks ist*). 



*) Setzt man n&mlich I. und 1); weil es nur auf das gegenteilige Verhältnifsi 
nicht auf die absoluten Wertbe von p, q, r ankommt: 

— = 11, — Ä — 1 und damit — = 1 — «• 
r q p 

so reducirt sich I. auf den Ausdruck L im Barjc. Calc. §. 249. 

Eben so geht II. in die Form I. §. 258. Ober, wenn man y^s =3 19, /y ss — I und 
damit y^d? = 1 — e setst 




i 
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und wenn man die ans den drei erstem Gleicbungen flieftenden Wertlie von 
a\ b', e' in den drei ielzlem snbstitnirt: 

alsO) wenn man ifi = ii^ setzt: 

n'— tc=+n6, «*— ca = ±iic, n^—ah^ ±na, 
wo entweder zugleich die drei obern oder zugleich die drei nntem Zeichen 
genommen werden mQssen. Beides ist wegen der bleibenden UnbesUmmtbeit 
von n gleichgültig. Wollte man aber z. B. in der ersten Gleichung das 
untere, und in den beiden andern die obern Zeichen nehmen, so wfirde man 
a = ooy b = --n, c = 0, folglich a' = 0, V ^^-n^ c' == oo erhalten, und dadureli 
nach UL zu dem unstatthaften Resultate gelangen, dafs Ä und C mit B 
zusammenfallen. Mit Annahme der obern Zeichen findet sich nun leicht: 

a^ b ^ c = — i(l ±/S)»j und damit 

wenn man y = 7^75" == - »', d- »• TsTT""' **^*- 

Drückt man somit 6, c, a', b', e' in III. ins^esammt dnroh «ns, 

so kommt: 

IiÄ = agB-vakC, 
kff = akC-rafA, 
IC = afA-vagB, 

und hieraus weiter: kB'+vlC = äkC—t^agB. Beseichnet man daher die 
Durchschnitte von ffC mit BC, von CA' mit CA, von A'B" mit AB resp. 
durch l, Ky L, so ist: 

VI. I==kB+vlC', und eben so K = iC'+viA\ L=ziA'-\-vkB'. 

Nach diesen Vorbereitungen sei zuerst der Kegelschnitt und das um 
ihn beschriebene Dreieck A'B'C gegeben, und werde das einzuschreibende 
ABC gesucht. Die damit zugleich gegebeneu Berflhruagspuncte des Kegel- 
schnitts B'C\ CA', A'ff heirsen I', K', L', so hat man zufolge des Aus- 
drucks II. (Bar. Calc. $. 260.) : 

VII. r==kB'+IC', K'^lC+iA', L'^iA'+kB'. 

Hiemach verhfilt sich BT : f'C — l:k, und auf gleiche Art, wegen VI. : 

B'IiIC = vl'.k, 
folglich 

B'I : IC = v.BT : I'C =- iY5 + 1)Ä7' : (/5 + 1)/'C', 
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und eben so 

CK.KA^v.aiC, K'Ä, A'L:LB' = v.AL':L'ß'. 

Hiermit kann man die Puncte I, K, L finden, welche mit den gegen- 
flberliegenden Spitzen A\ B\ C verbunden, die Seiten des in den Kegel- 
schnitt einzuschreibenden Dreiecks ABC bestimmen. 

Wenn zweitens aus dem eingeschriebenen Dreieck ABC das um- 
schriebene ÄßC gefunden werden soll, so lege man an den Kegelschnitt 
in A^ B^ C die Berahrenden GH^ HF^ FG, so dafs FGH ein umschriebenes 
Dreieck ist; und ziehe die Geraden AF, BG, CH, welche BC, CA, AB resp. 
in F^y G\ H' schneiden. Vermöge des Ausdruckes I. ist alsdann: 

|F = gB + hC-fA, 
VIII. \g = hC+fA-gB, 
[h = fA+gB-hC 

(Bar. Calc. §. 268.)? und daher ^^+AC^ dem Durchschnitte von BC mit 
AF=F, und eben so hC+fA = G\ fA+gB = H\ Es verhält sich daher: 

BF.FC = h:g, 
und wegen V.: 

BA:AC^-vh:g, oder BA.CÄ =-vh:g, 
folglich 

BA:CA = v.BF:FC^{pT\)BF:{p±\)FC, 
und eben so: 

CB' :AB'=v. CG' : ffA, AC iBC^v.AIT: HB. 
Mittelst dieser Proportionen können also die in BC, CA, AB resp. 
liegenden Spitzen A, B\ C des umschriebenen Dreiecks gefunden werden. 

Übrigens hat jede dieser beiden Aufgaben zwei Auflösungen, wegen 
des zweideutigen Werthes von v, der durch die quadratische Gleichung: 
a/^— 3^+1 =0 gegeben ist. 

Zusätze. 1) Drückt man f, K\ L in VII. mit Hülfe der Gleichungen 
V. durch A, B, C aus, so kommt: 

/' = ÄÄ'+/C'= (1 ^v)fA-vgB+hC, 
JC=lC + iA = fA + {\--v)gB-vhC, 
L=iA+kB'=^vfA + gB+(l'^v)hC. 

Man multiplicire den Ausdruck für IC mit r, und ziehe ihn von dem 
Ausdrucke für U ab. Dies giebt: 

- 2vfA+{i-v+y')gB+{i ^v+ v')hG, 

Grelle*8 Journal d. M. Y. Bd. 1. Hft. 14 
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welches daher der Aasdruck eines Punctes in der Linie K'V sein mufs, und 
welcher sich, wegen v^ssSv—l, auf 

-2yfA + 2vgB+2rhC='-fA+gB+hC = F 
(vergi. VIII.) reducirt. Es liegen daher IC, L' mit F, und eben so V, F mit 
G; r, K! mit H in gerader Linie, wodurch folgender merkwürdige Sati 
entsteht : 

Wenn von zwei Dreiecken ABC und A'BC das erste in, 
das zweite um einen Kegelschnitt beschrieben ist, und zugleich 
die Spitzen des zweiten in den Seiten des ersten liegen, so 
stehen in derselben Beziehung zu einander das eingeschriebene 
Dreieck riCL\ dessen Spitzen die Berührungspuncte des um- 
schriebenen Dreiecks ÄffC sind, und das umschriebene Drei- 
eck FGH^ dessen Seiten die an den Kegelschnitt in den Spitzen 
dos eingeschriebenen Dreiecks ABC gezogenen Berührenden 
sind, indem auch hier die Spitzen von FGH in den Seiten von 
TK'V liegen. 

2} Die drei Geraden, welche die Spitzen eines um einen Kegel- 
schnitt beschriebenen Dreiecks mit den gegenüberliegenden Berührungspuncten 
verbinden, schneiden sich bekanntlich in einem Puncto. Heifse P dieser 
Punct für das umschriebene Dreieck ÄB'C, so ist P = %A -\-kB' + IC (Bar. 
Calc. §. 260.). Setzt man ferner Q^fA+gB + hC^ so kommt, wenn davon 
die Ausdrücke für F, G, H in VIIL subtrahirt werden: 2fA, 2gB, 2hC; d. h. 
bei dem umschriebenen und den Kegelschnitt in A^ B, C berührenden Drei- 
ecke FGH schneiden sich FA^ GB, HC gemeinschaftlich in Q. 

Nun folgt durch Addition der Gleichungen V.: 

iA-{^kB'^lC=^a{\-v){fA+gB+hC), d.i. P=Q; also: 

Die sechs Linien ÄI\ B'IC, CV, FA, GB, HC schneiden sich 
in einem Puncto. 
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6. 
Beweis der Lehrsätze Band 2. Heft 3. Nr. 54. S. 287. 

(Von Herrn Felix Eberty zu Berlin.) 



„I. Jb ället man ans einem willkürlichen Puncte D (Taf. I. Fig. 7.) in 
der Ebene eines Dreiecks ABC^ auf die Seiten des letzteren Lethe, Da^ 
Db und Dcy nimmt in diesen Lothen drei beliebige Puncte a^ b, c als 
Ecken eines andern Dreiecks abc an, und fället auf dessen Seiten aus den 
Ecken des gegebenen Dreiecks, in gehöriger Ordnung genommen, Lolhe, 
Ad, Bd, Cd, so treffen diese einander allemal in irgend einem Puncte cf/' 
und ferner: 

„IL Nimmt man ähnlicher Weise ein drittes Dreieck an, ai&iCi, dessen 
Ecken in den nemlichen drei ersten Lothen liegen, so wird demselben auf 
gleiche Weise ein Punct di entsprechen (L), und alsdann liegen die drei 
Durchschnittspuncte der drei Paar entsprechenden Seiten des zweiten Dreiecks 
mit denen des dritten, das heifst die Durchschnittspuncte cl, ß* und y der 
Seitenpaare bc und 6iCi, ca und CiOi, ab, und aj)i allemal in Einer Go- 
raden, a/3y/' und 

„in. Diese Gerade ist allemal zu derjenigen Geraden dd^^ welche 
durch die beiden genannten Puncte d und d^ geht, senkrecht.^^ 

An diese Lehrsätze schliefst sich noch folgender an: 

IV. Nimmt man in jeder von dreien sich in Einem Puncte schnei- 
denden Geraden (Fig. 8.) zwei beliebige Puncte an, und bezeichnet die in 
jeder derselben dem Durchschnittspuncte zunächst liegenden mit a, b und c, 
die andern drei mit ai, 6i und Ci, so liegen die Durchschnittspuncte der Ver- 
bindungslinien ab, bc und ac, mit den Verbindungslinien ai6], b^c^ und aiC], 
d. h. die Puncte a, ß und y allemal in einer Geraden. 

Beweis von I. Man beschreibe aus den Puncten A, B und C 
(Fig. 7.) drei Kreise, deren zwei immer die auf ihrer Axe senkrecht stehen- 
den Geraden Da, Db und De zu Linien der gleichen Potenzen haben, wel- 
ches auf folgende Art möglich ist. Man beschreibe um c mit einem be- 
liebigen Radius ex einen Kreis, lege sodann von A aus an denselben eine 

14* 
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Tangente Aa^ und beschreibe mit Ax um A einen Kreis, desgleichen mit By 
(einer von B aus an den Kreis um c gezogenen Tangente) um B^ sodann 
mit az (einer Tangente an den Kreis um B) einen Kreis um a^ und zuletzt 
mit Ct (einer Tangente an den Kreis um a) einen Kreis um C, so sind die 
drei nun um ^^ ^ und C beschriebenen Kreise von der verlangten Art. 
Zu denen um A und B nemlich ist De, zu denen um B und C^ Da, und 
also zu denen um A und C^ Db die Linie der gleichen Potenzen. 
i'S. die Abhandlungen des Herrn Steiner in diesem Journal, Band 2.) Also 
kann man auch aus b mit bm einen Kreis beschreiben, welcher die um A 
und C rechtwinklig schneidet (wie es schon vorher bei den Kreisen um c 
und a^ in Bezug auf die um B und A^ und die um C und B der Fall wpr). 
Der Kreis um C also wird, wie man sähe, von dem um a sowohl, als von 
dem um b rechtwinklig geschnitten, folglich liegt C in der Linie der gleichen 
Potenzen der Kreise um a und b^ und zwar stellt demnach das von c auf 
ab gefällte Perpendikel (s. jene Abhandlungen) diese Linie der gleichen 
Potenzen dar. Auf dieselbe Weise folgt, dafs auch das von A auf cb ge- 
fällte Perpendikel zu den Kreisen um c und 6, und das von B aus auf ac 
gefällte, für die Kreise um a und b, Linien der gleichen Potenzen sind. Es 
sind also die drei Lothe Ad, Bd und Cd Linien der gleichen Potenzen zu je 
zweien von den drei Kreisen a^ b und c; sie scheiden sich demnach (s. jene 
Abhandlungen) alle drei in Einem Puncto; was zu beweisen war. 

Beweis von IL und IIL di also ist der Punct, weicher im Dreieck 
üxbyC^ dem Puncto d im Dreieck abc entspricht. Die Seiten ab und aih^ 
schneiden sich in a^ 6c und bxC^ in y und ac und aiC^ in (3. Es ist zu be- 
weisen, dafs die Puncto n^ ß und y in einer geraden Linie liegen, welche 
mit der durch d und di gezogenen einen rechten Winkel bildet. Man lege 
um d einen Kreis, welcher die um a^ b und c rechtwinklig durchschneidet 
(welches angeht, weil in d die Linien der gleichen Potenzen für jene Kreise 
(um a^ b und c) sich treifen), eben so aus d^ einen Kreis, welcher die um 
»1, bi und Ci rechtwinklig durchschneidet (welches aus ganz ähnlichem Grunde 
möglich ist), ab ist die Linie der gleichen Potenzen für die Kreise um C 
und d (denn beide werden von denen um a und b rechtwinklig geschnitten) ; 
aus demselben Grunde ist auch a^bx die Linie der gleichen Potenzen für die 
Kreise um C und um d^. Jeder Punct in der Linie ab hat also für die 
Kreise um C und d, jeder Punct in der Linie a^by^ für die Kreise um C und 
dl gleiche Potenzen; folglich hat ihr Durchschnitlspunct [a) auch für die 
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Kreise um d und um di gleiche Potenzen; es liegt also a in der Linie der 
gleichen Potenzen für die Kreise um d und um di. Dasselbe ist auf dieselbe 
Weise von y und ß zu beweisen. Es liegt also a sowohl als ß und y in 
der Linie der gleichen Potenzen für die Kreise um d und um di^ alle drei 
also liegen in einer einzigen geraden Linie, und zwar (s. jene Abhandlungen) 
in einer geraden Linie, welche auf der durch d und di gezogenen senk- 
recht steht; denn ddi ist die Axe der beiden um diese Puncto beschrie- 
benen Kreise. 

Beweis von IV. Mit wechselnder Gröfse der Kreise um A, B und 
Cy welche ursprünglich ganz beliebig angenommen sind, wechseln auch die 
Gröfsen der Winkel, unter welchen die drei Geraden aD^ bD cD einander 
schneiden, und zwar bei allmäligem Wachsen oder Abnehmen jener Kreise, 
allmälig wachsend oder abnehmend. Da demnach diese Winkel jede mög- 
liche Gröfse haben können, so folgt unmittelbar, dafs die in den drei geraden 
Linien Da^ Db und De beliebig angenommenen 6 Puncto, a^ b^ c und 
^it ^19 ^1? auch in jeden andern drei sich in einem Puncto unter beliebigen 
Winkeln schneidenden Linien angenommen werden können, so dafs die drei 
Puncte a^ ß und ;^ immer in Einer Geraden liegen; was zu beweisen war. 

Auch die Umkehrung aller dieser Sätze läfst sich darthun. 
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7. 

Aufgaben und Lehrsätze, 

erstere aufzulösen, letztere zu beweisen; 
nebst anderen einzelnen Bemerkungen. 



1. Bemerkungen Ober die DeTiniti onen der Ebene, in Beziehung 
auf die Aufserung Ober diesen Gegenstand im 4ten Bande 
dieses Journals S. 396. Nr. 2. 

W enn man die Ebene wie folgt definirl : 

,,Sie ist diejenige Fläche, in welcher alle geraden Linien liegen, die 
mit einer und derselben geraden Linie, in einem und demselben Puncto, 
zu beiden Seiten gleiche Winkel machen. ^^ 
so läfst sich, wie es scheint, allerdings beweisen, dafs auch jede andere ge- 
rade Linie durch zwei Puncto in der Ebene, die nicht durch die feste Ge* 
rade geht, ganz in der Ebene liegt, ohne vorher, wie am angeführten Orte 
angenommen wird, den Beweis des Satzes, dafs Dreiecke mit den nemlichen 
Seiten congruent sind, unabhängig von der Definition der Ebene, nöthig zu 
haben, und zwar wie folgt. 

Wenn die in der Flache des Papiers liegenden geraden Linien GC^ 
KCy DCy FC u. s. w. (Taf. L Fig. 9.) sämmtlich mit einer und derselben 
durch C gehenden geraden Linie CxCCi {C^ stelle man sich Ober, und Cj 
unter der Flache des Papiers vor) zu beiden Seiten gleiche, also rechte 
Winkel machen, so ist die Fläche in welcher alle jene geraden Linien liegen, 
der Definition zufolge, eine Ebene. Wenn nun A und B zwei beliebige 
Puncto in dieser Ebene sind, so kommt es darauf an, zu beweisen, dafs eine 
gerade Linie durch A und B ganz in der Ebene liegt. Man nehme DC in 
der Geraden AC^ gleich der längeren von den beiden Linien AC und BC^ 
also gleich BC, so wird zuerst bewiesen werden, dafs eine gerade Linie 
durch D und B ganz in der Ebene liegt. Man mache in den Geraden ECB 
und DCF, EC=FC==DC= BC. Man mache ferner den Winkel GCD gleich 
dem Winkel GCE, so wird auch, wenn GCH gerade ist, BCH^FCH 
sein; denn die drei Winkel GCD , DCB und BCH sind zusammen zwei 
Rechte, und die drei Winkel ECG, FCE und HCF ebenfalls, also ist 
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GCD+DCB+BCH=ECG + FCE + HCF. Aber die Winkel GCD und GCE 
sind gleich, nach der Voraussetzung , und die Winkel ECF und DCB sind 
gleich, als Scheitelwinkel: also ist auch BCH^FCH. Nun drehe man die 
Ebene um die Gerade GH, bis CCi in CC2 fällt, so wird nothwendig DC in 
EC, BC in FC, D in E und ß in F fallen; denn die Winkel, welche DC 
und BC mit CCi machen, sind denen gleich, welche EC und FC mit CCj 
machen, und die Winkel DCG und i?Cff sind den Winkeln ECG und FCH 
gleich. Gesetzt nun, die gerade Linie durch D und B läge nicht ganz in 
der Ebene, sondern z. B. über ihr, so wird sie, nach EF gelangt, unter 
die Ebene fallen. Jetzt drehe man auch die Ebene, aus ihrer ursprünglichen 
Lage, um C^CC^, bis DC in FC fällt. Alsdann wird nothwendig BC in EC 
fallen, weil die Winkel FCE und DCB gleich sind. Die gerade Linie durch 
DB, nach FE gelangt, wird aber nun über der Ebene liegen. Einmal also 
würde eine gerade Linie durch E und F unter und das anderemal über 
der Ebene liegen können, das heifst, es würden zwei verschiedene gerade 
Linien durch E und F Statt finden. Da dieses nicht möglich, vielmehr der 
Definition der geraden Linie entgegen ist, so kann eine gerade Linie durch 
D und B nicht über, und eben so auch nicht unter der Ebene, überhaupt 
also nicht aufser der Ebene liegen, sondern mufs ganz in die Ebene fallen. 

Nachdem dieses gezeigt worden, nehme man auf mehreren gera- 
den Linien durch C, auf der B entgegengesetzten Seite von DC, z. B. 
KC = MC = LC etc. = BC, so läfst sich von allen den geraden Linien BK, 
BU^ BL etc., eben wie von BD, beweisen, dafs sie ganz in der Ebene 
liegen, das heifst, dafs sie alle die gerade Linie DC schneiden. Es folgt 
also, dafs alle gerade Linien durch B, die die Grade DC zwischen D und C 
schneiden, ganz in der Ebene liegen. Unter diesen Linien ist auch noth- 
wendig die Grade durch A und B, folglich liegt auch diese ganz in der 
Ebene; was zu beweisen war. 

Es folgt hier zugleich, dafs alle durch einen beliebigen Punct B 
einer durch C1CC2 bestimmten Ebene und durch beliebige Puncto der Ebene 
gehende gerade Linien ganz in der Ebene liegen, und es ist nun ferner zu 
zeigen, dafs eine gerade Linie durch B, die auf zwei beliebigen ebenfalls 
durqh B gehenden geraden Linien in der Ebene, z. B. auf DB und CB, 
senkrecht steht, auch mit allen anderen in der Ebene durch B gehenden 
geraden Linien rechte Winkel macht, und dann, dafs jene Linie BßB^ 
[Bi liegt über, B^ unter der Ebene) mit C^CC^ parallel ist, welches auf die 
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gewöhnliche Weise geschehen kann, da man jetzt, nachdem die Eigenschaft 
der Ebene, dafs alle durch zwei ihrer Puncle gehende gerade Linien ganz 
in ihr liegen, bewiesen worden, die nöthigen Sätze von den Dreiecken zu 
Hülfe nehmen kann. 

Unter solchen Umständen scheint die obige Definition der Ebene allen 
Erfordernissen zu genfigen. Sie müfste nothwendig der Planimetrie vorher- 
gehen, denn man kann nicht mit Grund eher Figuren in der Ebene abhandeln, 
' ehe man nicht den Begriff der Ebene festgestellt und diejenigen ihrer Eigen- 
schaften, die bei ebenen Figuren vorausgesetzt werden, erkannt und nachge- 
wiesen bat, wie z. B aus der der Äufserung am angeführten Orte vorher- 
gehenden Bemerkung No. 1. zu sehen. 

2. Lehrsatz, zu beweisen. 

(Vom Herrn Prof. Unger zu Erfurt) 

Wenn v und z ganze Zahlen bezeichnen, so geben die Ausdrücke 

^ = 2(f?'^-l)(a'+l), i? = 2(t?'+l)(a'~l) und C= (f? + »)(M-l) 

ganze rationale Zahlen für die drei Seiten eines nur in besonderen Fällen 

rechtwinkligen Dreiecks, von welchen die Fläche F und die Radien R und r 

der um- und eingeschriebenen Kreise ebenfalls ganze rationale Zahlen sind. 

Es ist nemlich 

F= 4 (f?'-l )(«'-!) (t? + «)(f?a-l), R=^{f>'+i){z'+i) und 

r=2(f?-l)(a-lj(t? + a). 

3. Aufgabe. Wenn sich eine Ebene um eine gerade Linie in ihr 
dreht, so beschreibt eine andere gerade Linie in der bewegten Ebene, wenn 
sie mit der festen Axe einen unveränderlichen Winkel macht, eine Kegel- 
fläche, und ein fester Punct in der bewegten Linie eine Kreislinie. Ist der 
unveränderliche Winkel ein rechter, so geht die Kegclfläche in einen ebenen 
Kreis über. 

Nun nehme man an, der Winkel, welchen die Linie in der bewegten 
Ebene mit der Axe macht, sei nicht unveränderlich, sondern z. B. immer 
dem Winkel, durch welchen sich die Ebene gedreht hat oder einem constan- 
ten Theile desselben gleich. Es fragt sich, welche Fläche alsdann die Linie 
in der bewegten Ebene, und welche Curve ein fester Punct der Linie be- 
schreiben werde. 

4. Aufgabe. Zwei gegebene Flächen schneiden einander. Man 
soll die Flächen finden, in welchen alle Normalen auf die eine und die an- 
dere gegebene Fläche, die durch ihren Durchschnitt gehen, liegen; desgleichen 
die Bedingungen, unter welchen die geometrischen Orte der Normalen, wenn 
sie sich auf die Durchschnitte zweier parallelen gegebenen Flächen mit 
einer dritten gegebenen Fläche bezichen, parallele Flächen sind. 

5. Aufgabe. Welche Form mufs ein schwerer Körper von gege- 
bener Oberfläche und gegebenem Inhalt und mit ebener, kreisförmiger Grund- 
fläche haben, wenn, seine Grundfläche auf eine wagerechte Ebene gestellt, 
das Moment seiner Stabilität ein Maximum sein soll? 
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8. 

Kurze Darstellung der Haupt -Eigenschalten eines 

Systems von Linsengläsern. 

(Vom Herrn Ftot A. F. JUSUvs cia Leipcig.) 

Unter den Hanpt- Eigenschaften eines Systems von Linsengläsern wer* 
den hier diejenigen verstanden ^ welche einem solchen Systeme ^ abgese- 
hen von den Abweichungen wegen der Kugelgestalt und der Farbenzer- 
Streuung, zukommen. Schon früher hatte ich mit diesem interessanten 
Gegenstande mich zu beschäftigen angefangen , als ich eine Abhandlung 
darüber von Gahrio Piola in den ^Mailänder Ephemeriden für 1822: 
Sulla Teorica dei Ccnnoeehiali/* kennen lernte, wozu der Verfasser^ wie 
er im Eingange bemerk^ durch das Studium zweier Abhandlungen ähn- 
lichen Inhalts von Lagrange in den ,,Berliner Memoiren für 1778 und 
1803'' veranlarst worden war, und wovon sich sein Aufsatz hauptsäch- 
lich dadurch unterscheidet , dals er die durch Lagrange's Caicul er- 
haltenen Gleichungen als lineare Gleichungen mit endlichen Differenzen 
behandelt und dadurch zu einer nicht geringen Anzahl neuer Relationen 
geführt wird. Durch Lesung dieser Abhandlung von Piola, mit den 
Ton Lagrange angewendeten Methoden und mit den von Piola fortge* 
Mtzten Untersuchungen bekannt gemacht, gelang es mir nun leicht, den 
^on mir früher gefundenen Resultaten eine allgemeinere und einfachere 
Torrn zu geben, unter der ich sie im vorliegenden Aufsatze mitzuthei« 
len mir erlaube. Es werden darin zuerst aus der bekannten Formel für 
«ine einfache Linse die allgemeinen^ für ein beliebiges System von Glä- 
sern geltenden Gleichungen durch Bildung eines Kettenbruchs und durch 
Benutzung der bekannten, den Kettenbrüchen zukommenden Eigenschaf- 
ten hergeleitet} eine Herleitung, welche neu sein und durch ihre Ein- 
fachheit sich vielleicht empfehlen dürfte« Mit Hülfe der erhaltenen Re- 
lationen werden sodann mehrere, mir neu scheinende Vergleichungen 
zwischen einfachen Linsen und daraus zusammengesetzten Systemen an- 
gestellt , wonach die Erscheinungen bei letztem sich ganz nach den bei 
erstem Statt findenden Gesetzen richten* Den Fernröhren , als einer 

CnWt's Jonrnal. d. M. V. Bd. 2 ESt. 15. 
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merkwürdigen^ speciellen Art von Linsensystemen» ist zum Schlüsse ein 
besonderer Abschnitt gewidmet. 

Figuren beisufügen, habe ich nicht für nöthig erachtet^ obgleich 
sehr oft Buchstaben zur Bezeichnung einzelner Puncto angewendet wor« 
den sind. In dieser Hinsieht erinnere ich nur noch, dals durchgehends 
beim Ausdruck einer Linie , durch die zwei an ihre Endpuncte gesetzte 
Buchslaben, die Aufeinanderfolge dieser Buchstaben mit berücksichtigt 
werden mufs, 90 da(s, wenn Jl, B, C^ . . . . beliebig in einer Geraden 
gelegene Puncto sind, man stets AB-^-BAzsO, AB -{- BC ^=s AB — CB 
= AC, u. s. w. hat. 

^. 1. Man denke sich ein System von n Linsengläsern, deren 

Axen in eine und dieselbe Gerade fallen. Das Glas, auf welches das 

« 

Licht zuerst trifft, heifse das erste; das unmittelbar folgende, das zweite; 
tt. 8.W., und nach dieser Ordnung seien P,, P^y P3, . . . • P„ die in der 
gemeinschaftlichen Axe liegenden Mittelpuncte der Gläser. 

Sei ferner A der Vereinigungspunct der auf das erste Glas fallen» 
den Strählen, die, nachdem A vor oder hinter dem Glase liegt, von A 
wirklich ausgehen, oder so das Glas treffen, dafs sie ohne den Dazwi-» 
sohentritt desselben sich in A vereinigen würden. Nach ihrer Brechung 
durch das erste Glas sei A^ ihr Vereinigungspunct, so da(s sie entwe- 
der nach A^ zu wirklich convergiren, oder so divergiren, als ob sie 
von einem vor dem Glase gelegenen Puncto A^ herkämen. Auf gleiche 
Art seien A^p A^^ . . . . A^ die Vereinigungspuncte der Strahlen nach 
ihrer Brechung durch das zweite, dritte, .... /zte Glas. Übrigens 
wollen wir für den Anfang den Punct A und damit auch alle übrigen 
i4,, . • • • ^n in der Axe selbst liegend annehmen. 

Die hierbei zu lösende Aufgabe ist nun folgende: 
Das System der Gläser, d. h. ihre gegenseitigen Abstände und ihre 
Brennweiten sind gegeben. Es soll für einen beliebig in der Axe 
angenommenen Ort des Vereinigungspunctes A der auf das erste 
Glas fallenden Strahlen, der Ort der Vereinigung A^ nach ihrer 
Brechung durch das letzte Glas gefunden werden. 
§. 2. Man setze die Abstände der Gläser von einander: 

die reciproken Werthe ihrer Brennweiten, positiv bei erhabenen Gläsern, 
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n. s. w. Aus der Natur der Kettenbrüche trhellet aber leicht, dafi^ ^renn 
man ans den Elementen a, b, e, d, .... die Zusammeosetcusgen bildet t 

[«» 4» «» <! = i«, 4, c] rf — [tf, 4], 

und eben so [b,«] = be — i, lb,efd] ^ ibf€]d — b, n. s. v. seti^ der Ret- 
tenbnioh — . «= p.<v....t] ^ 

c— etc. 
1 



k 

Auch besitMn diese Aasdriidce die oiclit schww sa erweisenden 
Eigenschaften y daCi 

[a, A, e • e • l] [i^ • • e • l| ^] [C, B, . . . . /, 'U £^| « * « * ^^ ^* 

*^ [e, A| e e • e ^ it] Ä {k, i^ . . . . t. 0\p 

SP daCi die Elemente^ ohne den Werth des Ausdruckes zu TerandOTn» 
auch in umgekehrter Folge genommen werden können *)• 
Hiemach ist nun: 

und überhaupt: 

" [fif *«^-4f *»-i> •••• ^x^ffifÄx] 

bx > • • • • tfJ ^x — [Alf.... f n] 



^) Ver^l. Ealtr Spttbn^n ülgariikmi singmUrb in Nov^ Comrntnt. Pöfrop* Tom. IX. 
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Setzt man daher, um die Lagras gesolie Bezeichnungs-Art hei- 
znhehatten : 

[jfxf • • • • Äi-.J = Hif — [h^f m... Äi^j] tsa Ltif 

wonach mani wenn einmal die yier^ hieß yon der Structtu^ des Linsen* 
Systems abhangigen Greisen Hnf . . • . N,^ berechnet sind, fSr jedes 
gegebene a^ das zugehörige 3^ leicht finden kann. 

$• 4. Die Berechnung der vierGrSIsen H^, . . . . Nn^^ lafst sich 
auf verschiedene Arten anstellen i von denen folgende zwei die vorzüg- 
lichsten sein möchten. Man hat: 

d. u Hij^ = hiMf^ — Hi, 

und eben so ergiebt sich : 

L|+i == hfNi^ — Lif 

Hiemach ist bei einem System von 2 Gläsern: 

ivr, = — [Ä„«'J = 1 — Ä^ftj 

bei einem System von 3 Qlasem: 

u. St w« Noch bemerke man, da& nach diesen Formeln rückwärts. 
Ä, = h^M^ — H, = 1, 3f. = e^H.^K = 0, 

iV, ==«-aL,— JVr, = _i, L, = ä,a; — L. = 0, 

TV; =3 ^, L, — iV; = 1 sich findet 
§. S. Eine andere Methode , die Werthe von H^ .«• ^ zu be- 
rechnen, und welche Piola in der Eingangs erwähnten Abhandlung, 
wiewohl auf andere Weise^ als es jetzt geschehen soll, entwickelt, be- 
steht in Folgendem. Es ist: 

= (^o ^o*« •• g^ith^i^i) ••••^t) ••'• (gtyhfg^(^ifgi)giy 



118 8* Möbius^ Haupt - Bf^fn$ehafien eines Systems von Linsenjgtäscm. 



wenn 



man den Bruch KV^^--*! — (a, i, c, . . . . *) setzt. Nach «. S. 

xPi ^1 • • • • ^J 

ist aber dieser Bruch dem Kettenbruche o -^ S'*^***^? folglich: 

c?— etc. 
(a, bjC, . ... t) s= a — j- 2^) und hiernach lasflen sich die FactoreTi^ 

aus welchen wir Hi znsanrimengesetzt dargestellt haben ^ ein jeder aus 

dem nach stvorhergehen den sehr leicht berechnen^ nämlich: 

1 1 

Setit man daher, 

Ä. — ^ = «, ^1 — -^="ß, ^a — -^ = y> «'5~'-^=^*i u. s. w., 

so wird H^^ssag^^ H, ssyßa^i, u. s. w- 

Mit Weglassung des ersten Factors von &,4., erhält man ^t>i» 
und daher ist 31, = ^^, Jlfjssßa^j, M^=:^yß<tff^^ u. s. w. 

Auf ähnliche Art ergiebt sich — TV^ssfiÄ^, — i^4=:iryftA,, u.SeW.^ 
— £i, = Aj, — Li=:viihif — Li^^r^ifViJth^f u. s« w, 

wenn ^,— — = f*, ä, — -r^»'^ *'s— -r- = '"'> u. 8. w. gesetet wird. 

$. 6. Statt f wie bisher, den Vereinigungspunot der Strahlen vor 
der Brechung durch das erste Glas^ in die Axe selbst Fallen zu lassen, 
wollen wir ihn jetet aulserhalb der Axe annehmen und ihn mit C he» 
zeichnen. Mit ihm werden auch alle iibrigen Vereinigungspuncte, welche 
der Reihe nach C^f C^f • • • - C^ heifsen, aulserhalb der Axe sein, und 
zwar so, dals Cund C/mit P^} C^ und C, mit P,, u. s.w. in einer Ge- 
raden liegen (nach dem aus der Dioptrik bekannten Satze, dab Ob» 
jecti Bild und Mittelpunct der Linse immer in einer Geraden enthalten 
sind). Nehmen wir ferner an, dafs C mit A gleich weit von der ersten 
Linse entfernt ist, dals also jiC auf der Aze perpendicular steht, so wer* 
den auch ^iC^i, -^a^« u- 8. w. perpendicular auf der Axe sein. Heifsen 
diese Perpendikel ACy A^C^^ . . . , A^C^ resp. c> <?if t?a, • • . • c,i. Sie 
sind insgesammt in einer durch die Axe gehenden Ebene enthalten, und 
positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem sie in dieser Ebene auf der 
einen oder andern Seite der Axe liegen. 

Zur vollständigen Lösung der Aufgabe^ wie aus dem durch a^ und 
c bestimmten Orte von C der durch b^ und r„ bestimmte Ort von C^ 
(oder, was dasselbe ist, aus dem Ort und der Gröfse des Objects^C der 
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Ort und di« GröTse des durch alle Glaser gemachten Bildes -rf.C,) ge- 
funden werdm kann, hIereu ist nur noch übrig, die Abhängigkeit des 
f, von fl, und c zu zeigen, indem mrip die Relation zwischen a, und 4, 
schon kennen gelernt haben. 

f 7. Weil ACf A^C^ mit einander parallel sind, und AA^^ CC^ 
sich in P, schneiden, so verhält sich ACzA, C,zs::AP^:A,P^t=AP^:—.P^A^f 
d.L c:f,s=sff,:— .*,, und eben so c,:c,ä a,:— *,, u.s. w., und man be- 
kommt durch Zusammensetzung aller dieser a Verhältnisse: 

£s ist aber allgemein 

folglich itf^.«.+iVi+. ^» 

■*i+i — "i »i — Tif^.. ^ _|_jir.. — mr ^ TT? KT *^') 



und eben so 



folglich 



und eben so 



Ue B. We» folglich 






weil M^sszO und ^^ = l.($*40« Hiernach wird: 

c = -Julius, 

wodurch man, wenn schon wegen b„ der Nenner dieses Ausdruckes be- 
rechnet worden, den Werth von c„ sogleich erhält, und welcher, je nach^ 
denn er positiv oder negativ ist, ein aufrechtes oder verkehrtes Bild zu 
erkennen giebt. 

$• 8. Wiewohl die Bestimmung des Ortes und der GroTse des 
Bildes aus dem Orte und der GrbTse des Objects bei einem aus mehreren 
Gläsern bestehenden Systeme ungleich zusammengesetzter als bei einem 
einfachen Glase ist, so lassen sich doch zwischen den Erscheinungen bei 
Einem Glase und denen bei der .Verbindung mehrerer^ einige sehr merk- 
würdige Analogieen aufstellen, wodurch man die bei einem solchen Sy- 
steme statt habenden Gesetze sehr leicht tibersehen kann« 
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)i P der Mittelpunct eines Lineenglases ^ imd in der Axe defisd# 
ben J der Ort des ObjectSi B der Ort des. Bildes ^ sei ferner APsaa^ 
PB SS b, die Brennweite des Glases &=/, so ist 

1 + 1 = -^, oder (« + *)/=«», oder {a^f){b--f) ^ f , 

und 0:6 SS dem Verhaltnils zwischen den Ourobmessern ?on Obfect und 

Bild. — Man seUe nun 

a s= Ä +/^ 6 s= ß +/ 

so kommt nach Elimination von a nnd b ; 

aß — p nnd «;* = «:/ = /:ß = \r»:/ß. 

Man bestimme demnach in der Axe zwei Pnncte F nnd G soy 
da& FP=:PGs=^ff dafs also F und G die beiden Brennpuncte sind, und 
zwar F auf der das Licht empfangendeo oder rordem Seite der Linse^ 
nnd G auf der hintern Seite liegt^ oder umgekehrt^ je nachdem / positiv 
oder negativi d. i. die Linse erhaben oder hohl ist. Akdann ist 

^Fss^P— FP=Ä— /=Ä und GB=PB— PGssÄ— /ssß, 
mithin AF.GBz=if^ und JPiPBzsJlFiFP^PG:GB:=s^(JF):/'(GB). 
Nennt man daher ( weil für ^dF ss o^ GB =s oo und fiir GB s= o, 
AF iGs. 00 wird)^ den Ort F^ wo das Object sich befinden mnüi, wenn 
das Bild unendlich entfernt seyn soll| den ersten Brennpunct, und 
den Ort G des Bildes^ wenn das Object unendlich entfernt ist, den zwei* 
ten Brennpunct, so kann man die gefundenen Formeln in folgendem 
Satze aussprechen« 

Die mittlere Proportionallinie zwischen dem Abstände 
des Objects vom ersten und dem Abstände des Bildes vom 
zweiten Brennpuncte ist der Brennweite gleich. Dabei liegt^ 
weil AF und GB zugleich positiv oder zugleich negativ sein müssen, 
das Bild rechts vom zweiten Brennpuncte, wenn das Object 
links vom ersten absteht, und umgekehrt. Auch verhalten 
sich die Durchmesser von Object und Bild wie die Qua- 
dratwurzeln aus diesen Abständen. 

§. 9. Dieser Satz ladt sich nun Wort fiir Wort auch auf jedes 
aus mehrern Gläsern bestehende System anwenden. Um dieses zu zei- 
gen, wollen wir fur's Erste die in §. 3. erhaltene Relation zwischen a^ 
und &„ auf die Form aß^ssip za bringen suchen. Sei zu dem Ende 

e» = /) -f- Ä, bn = ff -^r ßr 
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WO a und ß, eben so wie aj und 6„, mit dem Orte des Objects und Bil- 
des veränderlich, p und q von der Strnctur des Systems abhän^ge und 
daher constante Gröfsen seyn sollen. Substituirt man diese Werthe für 
Ol und b^ in der gedachten Relation: 

80 kommt: 

^n+ia/?+(iW«+i9-fl;.)«+(il^n+i/^+iVn+i)/5 = L," M^^,pq+ H„p-N„j^^q. 
Man bestimme demnach p und q so, dass 

itfn+iP+iV.^i^O und i»f.+iflr-Än = 0, 
so zieht sich unsere Gleichung zusammen in: 

M„^,aß = L,+H,p, 
und wird nach Elimination von p: 

= — [Ai, A^-i] [fl'i, Ai, A^_i, gn]+[gi Ai, A„_i] [A^, A^_i, ^J 

= 1 (§. 3.), oder aß = f\ 

wenn -« — = f gesetzt wird. Bezeichnen daher, wie in §. 1., Fi und P« 

die Mittelpuncte des ersten und letzten Glases, und macht man in der Axe 

so wird AF=AP,-FP, = a,-p = a, GA„ = P„A„-P,G = b,-q = ß, folg- 
lich AF.GA„=^ /^. Nennt man also wiederum F und G, als diejenigen 
zwei Puncte, in deren erstem das Object, im zweiten das Bild sich be- 
findet, wenn das andere von beiden unendlich entfernt ist, den ersten 
und zweiten Breunpunct, so ist auch bei jedem System von 
Gläsern die mittlere Proportionallinie zwischen den Abstän- 
den des Objects und Bildes vom ersten und zweiten Brenn- 
punct von constanter Länge =/!, die man, analog dem Vorigen, die 
Brennweite des Systems nennen kann, und deren reciproker Werth 

= ff = [fl'n Ai, A,_„ g^] ist. 

Was ferner das Verhältniss zwischen den Durchmessern des Objects 
und des Bildes anlangt, so ist dieses (§. 7.): 
= ("lyc'.c, = ^fn+i»! + iV„^, : 1 

= Mn^a +p) + N^^, : 1 
== M„^,a : 1, wegen M„^,p + N^^, = 0, 
^ a:f =^ f:ß = ^a:^ß 
= ^(AF) : y(GA„)j eben so wie im vorigen §. bei der einfachen Linse. 

Crelle's Journal, d. M. V. Bd. 2. Hft. 16 
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Man kann sich nach diesen Formeln leicht eine übersichtliche 
Vorstellung verschaffen von dem Gange des Bildes und der Veränderung 
seiner Grösse, während das Object längs der Axe hin bewegt wird. 
Heissen X und Y zwei unendlich entfernte Puncte der Axe, X nach der 
Seite zu liegend, von welcher das Licht herkommt, Y nach der Seite 
zu, nach welcher es hingeht. Ist nun das Object A in X, so befindet 
sich das Bild B (statt A^) in G und ist unendlich kein. Wird hierauf 
A von X nach F bewegt, so geht B mit immer wachsender Geschwin- 
digkeit und wachsendem Durchmesser von G nach Y, wo es unendlich 
gross wird. Es macht darauf B einen Sprung durch das Unendliche von 
y nach Xy verkehrt dabei seine Lage und geht mit abnehmender Ge- 
schwindigkeit und abnehmendem Durchmesser von X nach Cr zurück, während 
A von F nach Y fortgeführt wird. 

Allerdings ist der bei weitem grösste Theil des letztern Weges 
von A, wo A hinter dem ersten Glase sich befindet (auch wohl ein 
Theil des erstem Weges von A^ wenn F hinter dem ersten Glase liegt), 
nicht unmittelbar möglich, weil die von A herkommenden Strahlen in 
der Richtung von X nach Y zunächst das erste Glas treffen sollen. Man 
sieht aber von selbst, dass man, um dieser scheinbaren Unmöglichkeit zu 
begegnen, nur die Strahlen des vor das erste Glas gestellten Objects, mit- 
telst anderer Gläser oder auch Spiegel, convergirend auffallen lassen darf, 
welche Strahlen erst hinter dem ersten Glase zu einem die Stelle des 
Objects nunmehr vertretenden Bilde sich vereinigen würden. Übrigens 
bemerke man noch das aus dem Vorigen leicht abzunehmende allgemeine 
Gesetz, dass die Bewegung von Object und Bild längs der Axe immer nach 
einerlei Richtung geschieht. 

§. 10. Ausser den zwei Brennpuncten F, G giebt es bei jedem 
Linsen-System noch vier andere merkwürdige Puncte, die ich mit Q, Q\ 
R, B! bezeichnen will, und welche paarweise von den beiden Brennpuncten 
um die Brennweite des Systems abstehen, so dass 

QF =: FQ = RG == GK = f. 

Da hiernach QF.GR^O'F.GK = f\ so sind (§. 9.) R^R die Örter 
des Bildes, wenn das Object sich resp. in Q, Q' befindet. Auch ist dann 
beide Male das Bild mit dem Object von gleicher Grösse, nur das eine 
Mal aufrecht, das andere Mal verkehrt. Man hat nämlich, wenn das Ob- 
ject in Q ist: 
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c:c^== (^l)"(a = QF):f = (-1)» : -1, 
und wenn das Object in Q' ist: 

c:c„ = (^iyQ'F:f= (-1)":!. 
Befindet sich also das Object in Q, (Q')^ so ist das Bild aufrecht oder 
verkehrt, je nachdem die Zahl der Gläser ungerade oder gerade (gerade 
oder ungerade) ist. 

Will man zwei beliebige zusammengehörige Örter von Object A 
und Bild B durch ihre Abstände von diesen Puncten bestimmen, so 
hat man: 

^ = AF.GB = (AQ + QF)(GR'i-RB) = (^AQ^f)(RB'-f), 

woraus 

1,1 1 

+ 



AQ ' RB f 

folgt; und eben so erhält man in Bezug auf Q^ und R\ 



Q'A ' BK f 

Noch fliesst aus der ersten dieser zwei Gleichungen: 

AQ _ AQ--f _ AF^ 
RB ^ f ^ f ' 

und aus der zweiten: 

O'A _ AF 

BR' "^ f ' 
folglich 

AQ^ __ _0^ _ a^ _ (-lyc , QA^ _ RB 

RB " BR' '~ f ~ Cn ' AQ' "" BR' ' 

Die Linien QQ' und RR werden daher, erstere durch das Object, letz- 
tere durch das Bild, nach Verhältnissen getheilt, die einander gleiche 
und entgegengesetzte Exponenten haben, so dass, je nachdem das Object 
innerhalb oder ausserhalb QQ' liegt, das Bild ausserhalb oder innerhalb 
RR fällt. Nächstdem verhalten sich die Durchmesser von Object und Bild 
wie ihre resp. Abstände von Q und Ä, oder von Q^ und R. 

Hat man es nur mit einem Glase zu thun, so fallen, weil hier 
FG = 2f ist, die Puncte Q und R mit dem Mittelpuncte P des Glases 
zusammen. Schreibt man demnach in dem Vorigen, F für ^ sowohl als 
für fi^ so erhält man die aus den Elementen der Dioptrik schon bekann- 
ten Formeln: 

J_ J_/ _1 1 \ _ l^ c_ _ AP^ _ Q'A 

AP "*" PB v" Q'A '^ BR' ) " f ' c^ '^ PB " BR' ' 

WO Q'P = PR' = 2f. Man sieht daher, wie auch diese nur flir Ein Glas 

16* 
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geltenden Formeln auf jedes beliebige System von Gläsern ausgedehnt 
werden können. 

Von Fernröhren. 

§. 11. Unter einem Femrohr soll hier überhaupt ein System von 
Gläsern verstanden werden, bei welchem parallel auf das erste Glas fal- 
lende Strahlen von dem letzten Glase auch parallel wieder ausgehen, oder, 
was dasselbe ist, wo fUr ein unendlich entferntes Object auch das Bild 
unendlich entfernt liegt, wo also beide Brennpuncte des Systems unendlich 
entfernt sind, mithin die Brennweite = f unendlich gross, also M^^ = ist. 
Und in der That geht die allgemeine Gleichung zwischen «j und 6« (§. 4.), 
für M^^i = 0, über in : 

. ffnö, +Ln 

K = —^ , 

WO für ai = oo auch 6„ = oc wird. Die Gleichung 

^^^1 = 
ist daher die nothwendige und hinreichende Bedingung, bei welcher ein 
System von Gläsern als Fernrohr dienen kann. 

§. 12. Die Gleichung zwischen den Elementen ö, und 6„, wodurch 
die Örter des Objects und seines Bildes bestimmt werden, ist demnach 
bei dem Fernrohr vom ersten Grade oder linear, während sie bei jedem 
andern System von Gläsern vom zweiten Grade, oder, um mich bestimmter 
auszudrücken, hyperbolisch war, indem die Gleichung zwischen diesen 
Elementen (a^ und b^ §. 3., oder a und ß §. 9., oder AQ und RB §. 10.), 
als Abscisse und Ordinate betrachtet, einer Hyperbel angehörte. 

Stellt man sich daher das Object längs der Axe sich bewegend 
vor, so ist bei dem Fernrohr die Geschwindigkeit des Bildes der des Ob- 
jects proportional. Sind nämlich A und B^ A und B' zwei Paare zusammen- 
gehöriger Orter von Object und Bild, so hat man: 

K^,.P^B = H^.AP, +A 
\^,.P^B' = H,.AP, + h 
folglich, nach Abzug der untern Gleichung von der obern: 

iV,^i . B'B = H, . AA, und AA : BB = -iV«+i : Ä, = iV^^i : 1 = 1 : /i^, 
indem die Gleichung L^M^^^—H^N^^^ = 1 (§. 9.), für das Femrohr in 
— J5r„iV„^i = l übergeht. Zugleich sieht man daraus, dass, eben so wie bei 
einem Linsensystem überhaupt (§. 9.), auch beim Fernrohr die Bewegung 
von Object und Bild immer nach einerlei Richtung geschieht. 
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Dasselbe Verhältnifs findet auch zwischen den Abständen des Ob- 
jects nnd Bildes vom Fernrohr Statt, wenn das eine, und folglich auch das 
andere, unendlich entfernt ist. Denn je mehr diese Abstände zunehmen, 
um so näher wird: 

iV,^i : H, = AP, : P^B = AD : DB =^ AD : -BD 
und daher 

AD: BD = Nl^,:l = liHl, 

wo D irgend einen Punct des Fernrohrs selbst, oder in dessen Nähe, bezeichnet. 

§. 13. Die Gleichung zwischen den Durchmessern des Objects und 
des Bildes (§. 7.) wird für das Femrohr: 

iV«+iC, = (~l)"c, 
woraus wir schliefsen, dass, welches auch der Abstand des Ob- 
jects vom Fernrohr sein mag, sein Bild doch immer dieselbe 
Gröfse behält. 

Liegen Object und Bild unendlich entfernt, so ist das Verhältnifs ihrer 
scheinbaren Durchmesser: 

AD' BD "" Cn AD ■" (-^1)» Ni+i - ^ • V '-J ^^-+i- 

Ist also iy,+i absolut grösser als 1, so wird das Fernrohr weit ent- 
legene Gegenstände nicht nur deutlich, sondern auch, wie es sein prac- 
tischer Zweck erfordert, vergrössert zeigen, und diese Vergrösserung durch 
die Zahl N„_^_l gegeben sein. Dabei ist das Bild aufrecht oder verkehrt, je 
nachdem bei einer geraden (ungeraden) Anzahl von Gläsern die Zahl N^^i 
positiv oder negativ (negativ oder positiv) gefunden wird. 

Versteht man unter der Vergrösserung im weitem Sinne, den 
Exponenten des Verhältnisses zwischen den scheinbaren Durchmessern von 
Bild und Object, wenn beide unendlich entfernt sind, so läfst sich das Bis- 
herige in folgendem Satze zusammenfassen. 

Die Geschwindigkeit des Objects, dividirt durch die 
Geschwindigkeit des Bildes, ist, wenn beide Geschwindig- 
keiten auf die Axe des Fernrohrs bezogen werden, dem Quadrate 
der Vergröfserung gleich. Werden sie aber nach einer auf der 
Axe normalen Richtung geschätzt, so ist dieser Quotient der 
Vergröfserung selbst gleich. Oder: 

Der Durchmesser des Objects, dividirt durch den Durch- 
messer des Bildes, giebt, wenn beide Durchmesser parallel 
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mit der Axe sind, das Quadrat der Vergröfserung; die Ver- 
gröfserung selbst aber, wenn die auf der Axe normalen Durch- 
messer genommen werden. 

Es bedarf wohl keiner Erinnerung, dafs im Vorigen unter den 
Durchmessern blofs die auf der Axe normalen, als die allein gut wahr- 
nehmbaren gemeint sind. Wiewohl also von diesen Durchmessern der 
des Bildes immer N^^i mal kleiner ist, als der des Objects, auch wenn 
das Object sehr weit entfernt liegt, so erscheint doch in diesem Falle der 
erstere Durchmesser N^^^ mal grösser als der letztere, weil dann das Bild 
Nl^i mal näher ist als das Object. 

Der Satz, dass der Durchmesser des Objects, dividirt durch den 
Durchmesser des Bildes, die Vergrösserung giebt, liegt übrigens dem von 
Adams erfundenen Auzometer zum Grunde, wo zum Object das Objectiv- 
glas selbst, oder vielmehr dessen Einfassung, dient'*'). 

§. 14. Es ist im Obigen gezeigt worden, wie die Haupt- Eigen- 
schaften eines beliebigen Systems von Gläsern ganz analog denen sind, 
welche schon jedes einfache erhabene oder hohle Glas besitzt; wie die 
Bestimmung von Ort und Grösse des Bildes aus dem Ort und der Grösse 
des Bildes mittelst der Brennweite und der Brennpuncte, nach einerlei 
Formeln bei einfachen Linsen und bei ganzen Systemen geschehen kann. 
Auf gleiche Art wird nun auch der jetzt betrachtete specielle Fall, wo 
die Brennweite des Systems unendlich gross ist, sein Analogen unter den 
einfachen Gläsern haben, — ein Glas mit einer ebenfalls unendlich grossen 
Brennweite, d. h. ein Glas, dessen zwei Seiten einander parallel sind. 
Was daher ein solches Glas unter den einfachen Linsen ist, dieselbe 
Stelle nimmt das Fernrohr unter Systemen von Linsen ein. So wie 
bei einem Fernrohr das Bild flir jeden Ort des Objects einerlei Grösse 
hat, und sich gleichförmig bewegt, wenn das Object um gleiche Räume 
fortgerückt wird, so finden sich dieselben Eigenschaften auch bei dem 



*) In Gehler's „Physik. Wörterbuche," Artic. Auzometer, findet sich bei Erklärung des Prin- 
cips, worauf dieses Instrument beruht, eine kleine Unrichtigkeit, die auch in die neue Bearbeitung 
dieses Wörterbuchs übergegangen ist, und welche darin besteht, dass bei dem astronomischen Femrohr 
mit zwei Gläsern, als auf welches daselbst bei Erläuterung des Princips allein Rücksicht genommen 
wird, das Bild der Objectivfassung auf das Ocular selbst fallen soll, da es doch, wie dort später eben- 
falls bemerkt wird, dahin fällt, wo sonst das Auge hin gehalten werden muss. 

Anm. d. Verf. 
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Glase mit parallelen Seiten vor, indem hier Bild und Object immer zu- 
sammenfallen, und wobei folglich die Vergrösserungszahl = 1 ist. 

Es werde hier noch bemerkt, dass blofs aus Hohlgläsern ein Fern- 
rohr zu construiren unmöglich ist. Sind nämlich ^i, ^2? ^3) • • • • insgesammt 
negativ (A^, Aj) A31 • • • • sind ihrer Natur nach immer positiv), so findet 
sich aus den Formeln sowohl in §. 4. als in §. 5., M2 negativ, M^ positiv, 
M^ negativ, M^ positiv, und so fort abwechselnd, also (— l)''if„^i immer po- 
sitiv, und niemals =0. 

§. 15. Der Vollständigkeit wegen ist es noch übrig, zu zeigen, 
wie bei einem Fernrohr die für ein angenommenes Gesichtsfeld erfor- 
derlichen Öffnungen der Gläser und der vortheilhaftste Ort des Auges 
bestimmt werden können. Zu diesem Ende wollen wir für's Erste bei 
einem System von Gläsern überhaupt den Weg eines, vor seiner Brechung 
durch das erste Glas die Axe in A treffenden Strahles näher untersuchen. 
Es begegne dieser Strahl dem Isten, 2ten, . . . . «ten Glas resp. in 

Weil alle vom Punkte A der Axe ausgehende Strahlen, nach ihrer 
Brechung durch das erste Glas, den Punct Ai der Axe zum Vereini- 
gungspunct haben, so muss auch SjÄ^ durch Ai gehen, indem S1S2 der 
Weg unseres von A kommenden Strahles unmittelbar nach seinem Durch- 
gange durch das erste Glas ist. Aus ähnlichem Grunde müssen S2 und 
§3 mit -^2, u. s. w. in einer Geraden liegen, und der Strahl wird, nach 
seiner Brechung durch das letzte Glas, der Axe in A^ begegnen. Wenn 
also die mit einander parallele Linien PiS^ ^252, P3S3, .... positiv 
oder negativ genommen werden, je nachdem die Puncte Sj, S2, S3, auf 
der einen oder andern Seite der Axe liegen, so muss sich verhalten 
PiSi : P2S2 = -4iPi : -4i P2 = — Pi A^ : A^ P2, also wenn wir noch P, S^ = «1, 

P2S2 = «2, u. s. w. setzen : 

Si ', S2 ^= Ol i Ö2, 
und eben so 

u. 8. w. bis 

Werden diese w— 1 Proportionen in einander multiplicirt, so kommt: 

«1 • «n = (—^T^^ bib2 .... 6„_i : «203 . . . . «n ^ud 
b^Si : üiSn = {—ly^^bi .... 6„ : öl .... a„ 

= (-l)"-':ilf.+,o,+iV„^. (§. 7.), 
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und wenn man darin noch ftir fr« seinen Werth ans §. 3. snbstitnirt : 

woraus man, wenn Oi und «i gegeben sind, die Werthe von «,, «5, . . . . «, 
unabhängig von einander finden kann, indem man nur n nach und nach 
= 2, 3, . . • • zu setzen hat. 

Seien endlich noch t, <i, ^, . . . • <».i, <« die Winkel, welche die 
Theile des Strahls: AS^ 8182^ 8283^ ... . 8^^i8^, 8^A^ mit der Axe 
machen, und jeder der Winkel, t^ z. B., positiv oder negativ, je nach- 
dem die Linie 8182 in ihrer geradlinigen Verlängerung ttber 82 hinaus nach 
der Seite zu von der Axe divergirt, wo die positiven oder negativen $ liegen. 
Alsdann ist wegen der Kleinheit dieser Winkel: 





t 
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fA 

AP, 
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0| 
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PA 
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und man erhält, wenn man die hieraus folgenden Werthe für ai und fr« in 
die obigen Gleichungen substituirt: 

(-1)«/, = M,^,s,+N,^J, 
(-1)-'*.= H,s,+Lj. 

Die erste dieser zwei Formeln wird für das Femrohr: (—1)% = iV.+if, 
und giebt damit zu erkennen, dass Parallelstrahlen, welche vor dem Ein- 
tritt in das erste Glas die Axe unter einem Winkel = t schneiden, nach 
der letzten Brechung wieder parallel ausfahren und mit der Axe einen 
Winkel ^N^^^t machen, dass also iV^+i die Vergrösserungszahl ist, wie 
schon in §. 13. auf andere Weise gezeigt wurde. 

Die zweite Formel lehrt, dafs (wenn ein Strahl, welcher vor dem 
Eintritt in das erste Glas die Axe unter einem Winkel = t schneidet und 
dieses Glas in einer Entfernung von der Axe, = s^ trifft, auch den Übrigen 
Gläsern begegnen können soll), die Halbmesser des zweiten, dritten, u. b. w. 
nicht kleiner sein dürfen als: 

HzSi+Lit, HiSi+L^ty u. s. w. 

Würde aber der Strahl erst nach seinem Eintritte in das erste Glas, 
ohne von diesem gebrochen zu werden, die Axe unter dem Winkel t schnei- 
den, so sind die kleinstmöglichen Halbmesser: 

— H28i'\- Lit, ^-H^s^+l^t, u. 8. w. 

Für einen mit der Axe parallel einfallenden und das erste Glas 
in dem Abstände = s^ von der Axe treffenden Strahl werden diese Halb- 
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lüMsert Hf€^f H^Stf H^s^ il&w.j und für einen Strahl, welcher diireh 
den Hindpunct des ersten Glases seihst {;efat und mit der Ax» einen 
Winkel ss / macht: L^t, L^tp L^t, n. i w. 

j^ 16. Wenden wir diese fiir jedes GkTStein Ton Glasern geltende 
Bestimnningen auf das Femrohr an. Da hier aUe Ton einem nnd dem« 
selben Pnncte des Objeots ansgehenden Strahlen als parallel mit einander 
anawsehen sind, und daher die Aze nnter gleichem Winkelf welcher 
SS / sei 9 schneiden f so darf nnter der VoraosGetaungf daß alle anf das 
erste Glas, dessen Halbmesser as^^, fallende Strahlen anch das «weite 
treffen sollen, der Halbmesser des a w eile n nicht kleiner sein als die ab* 
solat gröHwre der beiden Grä&en : H^^-j^L^t, — H^s^'^L^t, nnd so fort 
bei den folgenden Glasern. Da aber ontor allen den das erste Gas tref- 
fenden Strahlen sich diejenigen am yollkommensten in einem Pnncte des 
Bildes Tereinigen, welche nahe nm den Mittelpunct des Glases einfallen, 
so ist man zufrieden , wenn nur die Axe des auf das erste Glas sto(sen 
den Strahlencylinders, oder der Hauptstrahl, die folgenden Glaser 
ungehindert durchgehen kann« Soll also ein Ton der Axe des Rohrs nm 
den Winkel t abliegender Punct durch dasselbe noch gut gesehepn wer- 
den können, d. h* soll t der scheinbare Halbmesser des Gesichtsfeldes 
sein, so müssen die Halbmesser des 2ten, 3ten, u* s* w. Glases, unabhän- 
gig vom Halbmesser des Isten, die Werthe L^t, Lst, • • « » I^^p^ haben. 

6. 17. Alle F iptstrahlen haben als Strahlen , welche von einem 
und demselben Puncto, nämlich dem Mittelpuncte des ersten Glases, her- 
kommen, nach ihrer Brechung durch das letxte Glas einen VereinigungS- 
punct, dessen Abstand vom lotsten Glase, =£1,9 gefimden wird, w^nn 
man in der Gleichung zwischen a, und b^ (§*30i 01^=0 setsL Dies giebt: 



"" ~ N, 



'n-l-i 

Findet sich hieraus b^ positiv, so liegt dieser Vereinigungspunct, oder das 
Bild des ersten Glases, hinter dem letzten Glase, und das Auge wird, 
dahin gebrach^ seine vortheilhafteste Stellung haben, indem es nur hier 
alle Haupistrahlen zugleich empfangen kann^ und in gröfserer sowohl als 
geringerer Entfernung vom letzten Glase, einen durch die Einfassungen 
der Gläser verminderten Gesichtskreis hat. Erhält man b^ negativ , so 
liegt der Vereinigungspunct der Hauptstrahlen vor dem letzten Glase 
und es bleibt nichts übrig, bis das Auge demselben möglichst nahe zu 

CreUe's Journal, d. M. V. Bd. 2. Hft. 17 
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ingeBj wo es aHerdings nur noch Hauptstrahlen Ton den Objecten em* 
pfugen kann^ deren Winkd- Abstand von der Axe^ s= dem Halbmesser 
der Pupille^ dividirt durch 6^3 ist. 

Ist das Fernroh T blofs aus erhabenen Qlasem cusammengeeetsti 
sind also> eben £6 wie k^^ h^^ . . . ., auch ft> fa» « • • • insgesainmt 
positivi so liegt der YereinigDngspnnct aller Hauptstrahlen stets hinter 
dem leisten Glase^ der es ist für a^^=0, 6. immer positiv. Dies iaürt 
sieh auf folgende Weise darthnn. 

Mit Anwendung der in §• 5. gebrauchten Beseiohnung (0^ &,r| • • • •) 

für den Kettenbruoh tf — ftHT^tc ^ ^^^ vorausgesetzt^ dä& a, in^Cfd, •• •• 

insgesammt positive Oroften sind» hat man: 

1 
a>a— und eben so 4>(4iOy 

folglioh 

(a,h) « a— j->a— ^^ =» (a,Ä,c)^ und eb en so %c):>(b,e,d), 

foIfiUoh 

11 

also 



Nun ist beim Femrohr M^^ = [^,„ A^», • • • • ^^ ^J «=0, also auch 

Zugleich ist aberi weil alle die Grolsen g^, ^ ffzj * • • • positiv sind, 
dem oben Erwiesenen zofolge: (^»» • - • • ^O I> ^»i • • * • ^^ jfOi mithin 

(^„, Ä^„ . . . . Ä ) positiv, d. i. ^^;y^-"-vt^-^ ^^ =p r eine posi- 
tive Grölse* 

§. 18. Es bietet sich uns hier noch eine merkwürdige Form der 
BedmguDgsgleichung dar^ unter welcher ein System von Qlasern ein Fern- 
rohr abgiebu Soll namlieh aus den Gläsern^ vou deren Brenn- 
weiten die Keeiproken 55=^,> fftt • ••?*'« sind^ ein Fernrohr 
construirt werden.« so müssen sie in solchen Abständen sssA^,^ 
A,, .... Ä,^ von einander gestellt werden, dafs (5*,>.. . • A,,^J 
= 0, od er, was wegen [ff^y. .-.«•,] — [^o • - • «•J auf dasselbe hinaus- 
kommt, defs [g^ ,*»,.••• fj SÄ oj dafs also 
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oder = ys ^ ^ 



^,_— etc. "« y, — «te. 



1 






swei mit etna der identische Gleichungen, von denen die »stere «^ 
nntnittelharaus den Kettenbruchen in $. 3. folgt, wenn man darin a, «>. 
wohl als Ä„y =oo setzt. 

Auch die Vergrößserungszahl eines Fernrohrs laut sich leicht in 
Kettenbmchfonn darstellen. Es ist nämlich , -vregen — Sn^i*H ^ l das 
Quadrat der Vergrö&emng 

TV* ^«+1 _ ___^5+».Äi 

— ^-+* ^ ______ 

Die VergJ^öfserung ist daher die mittlere ProooptionaJ- 
zahl «wischen den 2wei Kettenbrüchen: 

^^ »,^t - etc. "»** r 

1 ^»TTT 



« 



frh^t 



deren erstoter zugleich den rectpreken Worth der Entfer- 
nung des Auges yonci letzten Glase giebt 

§. 19. Die Identität der zwei Bedingungsgleichun gen für das Fern* 
röhr: (g*n, . . . . ^J = pnd (ff^f . . . . ^^) = 0; von denen die eine aus der 
andern durch Umkehrung der Aufeinanderfolge der Elemente liervorgehti 
hängt daoiit zu^ammen^ dafs jedes zu einem Femrohr geordnete ßystem 
Ton Gläsern in gleiche Art als Fernrohr wirken kann^ nachdem man 
das Licht von der einen oder von der andern Seite her durchgehen läfst: 
so wie bei einem System von Gläsern überhaupt der Ort und die GroDse 
des Objects mit Ort und Grofse des Bildes sich gegenseitig vertauscht, 
wenn die Richtung der Strahlen in die entgegengesetzte verwandelt wird 
Der Grund dieser Erscheinung liegt in dem bekannten Satze, dafs der 
gebrochene Weg eines Strahles aus einem durchsichtigen Mittel in ein 
anderes zugleich als ^eg einem Strahle aus dem Tetz/tern Mittel in das 
erstere dienen kann. Auch stimmen damit; wie gehörig, dio im Obigen 
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entwickelten Formeln iiberein. So xnufs die Gleichung in 4» 3. swiiclien 
Qt und bn dieselbe bleiben^ wenn man darin g'^f A^, • • • • ^n mit g^n» • •• 
. • . h^f ft und a^ mit b^ gegenseitig Tertaascht. In der That geht dnroh 
diese Vertsusobung H^ == [g^x, » • • • A^^J in [g^nf • • • • AJ ss — N^^ übov 
nnd umgdLehrtjl L^ und M^^^ bleiben ungeandert» und die Gleichung 
wird damift 

«+x bn 

iBf wie man kicht sieht^ mit der dortigen identisch ist 

Auf gleiche Art mufs die Relation in §• 7. zwischen c^p c^ a, m 
einer ^eiehbedeutenden fuhren , wenn man diese Grblümi in c, Cn$ bn 
und frf • • • • ffn in ^^^ • • • • ffx verwanddit Ifan erhalt damit: 

(«f^bn — H^c = (— irc., 
und durch Verbindung dieser Gleichung mit der dortigen: 

(M^X+7V^,KM^b,^H^ = 1, 
w^h«s eine neue Form der Gleichung e wischen a, und in in f 3# ist, 
und woTon sich die eine in die andere^ mit Hülfe der Gleichung L3f — UN 
ss$ ly Terwandelt. 

Dals bei Umkehrung des Systems die beiden Brennpuncte dessel* 
hen (§. 9.) ihre relatire Lage gegen die Glaser behalten^ nur ihre Namen 
verwechseln 9 so dals der vorherige erste nun zam zweitMi^ und umge- 
kehrt, wird: dies folgt leicht aus der dortigen Definition dieser Puncte^ 
so wie auch aus den daselbst lur ihre Abstände vom ersten und letsten 
GImo gegebenen Werthen. 

Endlich ^lichtet ein, daCi, da durch Umkehrung eines Systems H^ in 
-^ A'„4a> nnd umgekehrt, übergeht, und da beim Fernrohr ~Hs7F^^8&=si^ 
und (•— lyJV^^ die Vergrölserungsaahl ist (§• 12. 13 dab durch Omkeh- 
rung eines Fernrohrs die Vergröl^rung desselben in eine eben so viel- 
malige Verkleinerung, und umgekehrt, verwandelt wird, dafii aber beide 
Male die KTder sich in derselben (aufrechten oder verkehrten) Stellung 
zeigen miissen. Auch fblgt der erste Theil dieses Satses unmittelbar aus 
der Betrachtung der durch jswei Kettenbruche ausgedruckten Vergrabe» 
run^ von denen ein jeder durch Verwechselung von ^a> • • • • ^» mit 
£»> • • ' • ^o m den reciproken Werth des andern verwandelt wird. 
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l0 pla« timpley et Vw ne sanrait Atre arr^t^ daos l'applioation des for- 
imdaB par des diffionltds d'intägratioa. 

Oa traaye aiosi» comuie premier rteiltat qve larsqu'on a le noiii« 
bre d'^qnatioDS anffiMiit poop d^terminer individueUement totites les per* 
CQBmMf et ^e quelques* uneei mt mtoie tooles» ae pr^oteat affeelte 
da eigne aegatif^ ce n'est point ea geaeral mie raiWA enffieaate paar 
affimer qve les points cerre^ndaiia n'exeroaroat aucune percosiiion et 
aa dfitaeberont du plan dans le premier instant du mouTemeat; mala 
qull fent ess^er en besoia plosienra hypothöaes, an faisaat successivia* 
aant abstradiea de la resistanoe d'oa an de plnaieiua peiatS; jaaqn*4 ee 
qne lea valenni de foatea les percnaoeaa oeoservte daaa le cakml se 
pr^smteat affectöes da signe positif. 

Si Tan a'a pas le aomlira d'eqaetiMis mteessaire peor d^ero^aar 
iadividnellement Im percnsäons en dkaqae poiat^ on ai le coatact a Uea 
antTR des portieas de Ugnes on d'aires planes» il est BtUe de recenrir k aae 
censideratioa indireelat d*oik Ten dddait iTexpression tres-auaple des condi- 
tions qni daivant £tre satjs£aites; panr qua la perenssioa pnisse Atre cens<^ 
positive^ relatiTement ä tana les peiats an ä tons lae ä^mens da conlact. 

Cliaocat des points par lesquels le corps toncbe la plan Bze, a Tin- 
Staat oft il sabit rapplioation des forces instantanöes, donne naissaace a one 
daable coaditioas car il finit on qne la perenssioa ea cse poiat soit posi* 
tiv^ et dans ce ms qne la vitesse dn peiat, ddoompos^ perpeadicalairo- 
mmt &a plaa (ce qua aons appelleronf, penr abr^ger» la yitesse aorinide) 
seit anUe} on qne la percnssion ä aoa lanr aoit aolle^ et qua la vitasM 
aaraiale soit positire» On regardera peot Hn las döv^appensaas de-eette 
daable oaaditioa comma naa appUoation iat^ressaate da calcuJ des tii4ga- 
iilte: ealovl beancenp moins ciril]?d qne celni des ^qiiations, en gen^rsl 
pIns embarrass^ daaa sa marcbsi mois qni janit anssi d*avantagts qui ini 
sant propres« D arriTe aa effet qua par snita da riadöternaination atta- 
dide ans: eedlitions dln^galitd, celles-ct ooitip^rteat souTant des simpli- 
fications ramMrqnables. Le calcnl des inegalit^s est^ comme celui des 
^atiiMiai iatsraement lid k remploi des ceasiddratioas g^mdtriques; 
avae la diff&reace qne, si le calcnl des ^uatioas i^appliqaa avaatagense* 
aiaat 4 la gdom^trie^ c'est la gdoiaetrie qui s'appliqne an oalonl des in- 
igalitds, et qni semble indispensable ponr en interprdlar commodement 
las rdsnltats. 
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Qxfon imagine lan corps poIyMriquei sonmis a ractian d'une foroe 
instantan^e^ et reposant sur le plan par une de ses faoes dont les anglea 
et les c6tis sont en nombre n. Lia fofce aura ponr effet^ eu de detacher 
entiörement le corps du plan fixej skns faire eprouver k ce denüer au^ 
ciine percussion} ou de contraindre le corps k glisser snr sa Imse^ en fkU 
isant essuyer au plan une percussion röpartie sur toute f^endue de cette 
basej ou de souleyer le corps , en le for^ant a glisser sur l'une des ar^ 
tes^ ou sur Tun des angles de la base^ qui seul öprourera une percussion. 
De Ui un nombre ftii + 2 d'bypoth^s sur le mouveinent du corps, 4 
cbacuoe desquelles se rapporto un Systeme diflUrent d'^ations et d'in^ 
^alitds» qui deyront Atre simultanöment satisfaites, pour que cette hj^ 
potbise puisse effectiyement avoir Heu. D'un autre cöt^, il est ^rident 
k priori qu'entre toutes ces bypotböses il doit toujours y en avoir une> 
et une seule> qui satisfasSe ainsi 4 toutes les conditions voulnesj sans 
quoi le corps soumis k des forces qui ne s'equilibrent pas ne pourrait 
prendre aucun mourement, ou bien il pourrait prendre plusiours moure» 
mens diffirens» sans qu'il y e&t aucune raison de supposer qu'un de ces 
mouvemens se produise plut6t que Tautre^ ce qui r^pugne« Mais si cette 
double consöquence^ que nous T^rifierons d'aiUeurs sur plusieurs exemples, 
est evidente k priori et par la natura de la question, on ne Yoit pas com 
ment on pourrait en donner k posteriori^ et ä l'inspection de la forme 
des ^uations et des in^galit^s, une dömonstration g^n^ale; ni comment 
on pourrait, dans un grand nombre de cas, dispenser du tatonnement qui 
consiste a essayer successivement plusieurs hypotb^ses. 

Lorsque le corps repose sur uoe base, dont Tardte est formte par une 
courbe continue, et qu'il se souleve en s'appuyant sur un point de rar4te> 
il faut d'abord d^terminer ce point : question ^lementaire et d'une applica* 
tion usuelle, dont pourtant je ne sacbe pas qu'on ait donn^ la solutioiu 
Au premier coup d'oeil les ^quations ordinaires du mouvement sein- 
bleut insuifisantes } mais d'autres consid^raüons lövent rindötermination 
apparente des coordonn^es-du point de percussion« 

Pour offrir une applioation simple de ces principes, nous exami- 
nons suocessiveinent le cas d un parallelipip^de droit ä base rectangulaire, 
et celui d'un cyliodre droit a base circulaire^ sur qui il ne faut pas 
perdre de Tue que les m^mes formules s'^tendent, sauf les valeurs nu- 
m^riques des momens d'inertle^ k une iofinite d'autres solides. 
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9. 

Memoire sur le mouvement d'un corps rigide, 

soutenu par un plan fixe. 

( Par Mr. ji. A. Cournot ^ Dr. es sdences a Paris. ) 



Mp. Po isson a donn^^ Jans son „Traiti de Möcanique (fiv. IIL chap. VI.)," 
le^ ^quations du mouvement d'un corps solide sur un plan fize^ en sc 
boraant (comme Texigeait la nature de cet ourrage) k consid^rer deux 
cas principaux: saroir^ oelni ou le corps roule sur le plan^ en le touchaiit 
par un point Tafiable de sa surface supposöe continuei et celui pu le con- 
t^t avec le plan a lieu par une point e, c*est'ji-dire par un point otli il 
yei discontinuitd dans sa surface. Ce sarant g^m^tre a montr6 coihment 
Ion pouvait döduire des infögrales des airesetdesforces Tires les 
Solutions approximatives que Je probl^me comporte dans certains cäs en* 
core plus restreints^ comme lorsqu'il ^agit d'un ellipsoide^ ddrangä tant 
soit peu de sa position d'^quilibre^ et qui oscille autour d'un de ses axes 
principaux. 

En suivant une marche analogue^ il est ais^ d*obtenir le$'^qua-> 
tions differentielles du mouvement dans toutes les autres hypothdses. Si 
le corps ne s'appuie pas sur plus de trois points, ou stir plus de deux en 
ligne droite, on a le nombre d'^quations süffisant pour d^terminer s^par^ 
ment toutes les inconnues du probl^mfe: savoir^ les six ^lömens du doume 
mouvement de translation et de rotatioui et les pressions souffertes par 
le plan. Si^ au contraire^ le nombre des pcints d'appui exende ceux qu'on 
vient de dire^ les ^quations fournies par le principe de d'Alembert 
suffisent bien pour det^rminer les six ^I^mens du mouvement^ mais nön 
pour assigner ]es valenrs individuelles des pressions: fait absolument sem-^ 
blable 4 ce qü'on observe dans toutes les questions anabgues de tn^cd- 
nique. Enfin si ]e corps est en contact avec le plan par des ^I^mens 
Unfaires ou superficiels^ la pression en chaque elöment devient (seien les 
priicipes ordinaires de möcani'gue) une fonction diffi^rentielle, inconirae, 
des coordonnies de Moment^ rnais les integrales defiuies qui en .d^pen- 
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dent, et qai entrent dans Ics ^ifaations du mouvement, ont tirajonra une 
vaienr determin^ 

Toot oda vfh boBom en qaelqoe sorte que d'Atre iadiqa^f et l'on 
sait que la dificulte coDabte daas FiatägrAtion completa des dquafions du 
immvementy qu'oQ n'effiBctne en gdn&^al que par des m^thodes d'apprexir 
mation laborieoMf» anxqoellee limportanoe aenle des applicationa peut 
doimer de Tint^t; Mais il est un antte point de Tue, sous iequel le 
proUftme oSire matiere a un asses grand nombre de remarqueSy qui ne 
Dans semUent point indignes de fixer nn moment Tattention, et qui fönt 
le siget principal de ce memoire. 

En effety il est natural de suppoeer que le oocps» seit qu il y ait 
eontinuitö dans sa surface et qu^il roule sur le plan fixe^ soit qn'il y ait 
au oontraire disoontinuiti et qu*il glisse snr un an^e ou une arAte de 
oette sniüice, peut tonjours se ddtecher du plan, Nous prendions ee plan 
pour celni des Xp y^ et nous compterona les ^ positives du o6t^ ou le oorps 
se traove placA. Les forces auxiliaires qu'on applique a celni- ci pour 
tenir compte de la resistanoe du plan seront repr^nt^s per des ordon« 
nöes paralleles aus z: elles mesnreront les pressions ou peraussions que 
le plan supportOi sdon que le eotrps est sonmis k des forces eontinuasy 
telles que la pesanteur, ou a des forces instantan^es, telles que Celles d^ 
veleppdes par le choc. Ceci poae, il est clair qu'au moyen de ce que le 
Corps peut se detacher du plaUf les pressions ou percussions sont assuje« 
ties ä oonserver des valenrs positives , et qu^aussitöt que oette oondition 
cessera d*£tre satisfaite pour quelques -uns des points de contact, le plan 
cessera de gdner en ces points le mouvemeut du corps*), 11 faut dono 
joindre aux ^uations du mouvement les conditions d'inögalit^ ezprimant 
que les pressions ou percussions^ cu chaque point de cootact, doivent re-* 
ster positives^ raais afin d'^tudier plus simplement les cons^quences de 
ce principe y il convient d'examiner d*abord Thypothese, oü le corps ^ en 
contaot avec le plan, est tirä du repos par des forces instantan^es. De 
cette mani^re on n'a ä considörer que des relations algöbriques de Tordre 



«) Noof avooft indiifu^» dana le ^Balietin dea sdenoea matMmotiqiiM, tonnt VIU. past 1S5»** 
commeni le priseip« des Titaaaes virtaelitf« a'^tend anx cas tela qoe celai-ci, oä les lialaona da ty. 
tttme font exprimeei par de§ in^^iliiet; ce qui comprend la dtoonitration d*Dn th^«ae poa^ 
par Carnot d*iiiie inaniere asses confnse« el aoquel on avait lUt peo S'allenlioD. 
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En suivant Tanalyse que nous venons d'indiquer sommairement, 
on parvient a ranger sous deux cat^gories les points de coutact qui exi- 
stent entre le corps et le plan fixe, ä l'instant oü agit la force instanta- 
n^e : l"" ceux dont la vitesse normale est Steinte par la percussion ; 2"" ceox 
qui n'exercent point de percussion et qui se d^tachent du plan instanta- 
n^ment, avec une vitesse finie. Mais si Ton consid^re l'^l^ment du temps 
qui suit imm^diatement l'instant de la percussion, les premiers de ces 
points se distinguent derechef en deux cat^gories nouvelles: l"" ceux 
dont la vitesse normale infiniment petite, acquise pendant le premier ^1^- 
ment du temps, se trouve Steinte au moyen de la pression qu'ils exercent 
contre le plan; 2"" ceux qui, au contraire, se d^tachent du plan ä la fin 
de cet ^l^ment avec une vitesse infiniment petite. Cette distinction re- 
pose sur des calculs analogues dans leur forme ä ceux qui servent pour 
la d^termination des percussions, et n'exige pareillement aucune Integra- 
tion. Elle a lieu lors m^me que le corps n'est soumis ä aucune force 
continue; et il est d'autant plus n^cessaire d'y avoir ^gard, que, pour 
l'observation , il n'importe qu'un point se d^tache du plan instantan^meut 
ou au bout d'nn temps infiniment petit. 

Maintenant il est clair que, si Ton savait integrer les 6quations 
du mouvement, on aurait les valeurs des pressions en fonction du temps; 
on saurait pour quel instant du mouvement ces valeurs deviennent ne- 
gatives ou cessent de satisfaire aux diverses conditions voulues; et Ton 
pourrait appliquer ä chaque instant du mouvement les raisonnemens et 
les calculs que nous venons d'indiquer, relativement ä l'instant qui suit 
imm^diatement celui de l'application des forces iustantan^es. 

Un cons^quence singuli^re ä laquelle on est conduit par cette ana- 
lyse, c'est que, quand un corps sym^trique relativement ä Tun de ses 
axes principaux, et termin^ par une base perpendiculaire ä cet axe (tel 
qu'un prisme ou un cylindre droit et homogene), est pos^ par sa base 
sur un plan incline et soumis ä l'action de la pesanteur, ce corps ne 
pourra que glisser sur le plan, sans pivoter autour d'un des angles ou 
d'une des ar^tes de sa base, quelle que soit l'inclinaison du plan ä l'ho- 
rizon, et lors mßme que la verticale, men^e par le centre de gravit^, 
tomberait en dehors de la base. Cette circonstance tient ä ce que la 
direction de la pesanteur passe rigoureusement par le centre de gravit^; 
car d'ailleurs, pour peu que la r^sultante des forces d^vie de ce cen- 
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tere, le gligsement ne pent avoir lien qa'antant qne la r^snltante rencontre 
le plan dan8 rint^rieur de la base. II en est donc de ce r^sultat de m^- 
caniqae rationelle comme des ^quilibres instables, qui ne peavent ae rte- 
liser phygiqnement Anssi observe-t-on toajours qne, lorsqne rinelinai^ 
son du plan d^passe certaines limites, et en g^n^ral lorsqne la verticale, 
mende par le centre de gravit^, tombe en dehora de la base, le oorpa 
chavire; ce qn'il faut attribner au frottement exerc^ snr le plan, force 
dont la direction ne passe point par le centre de gravit^, et dont nons 
n'avons pas tenu compte dans nos formnles. 

n resterait donc ä faire voir comment ces formnles devraient 6tre 
modifi^es d'apr^s la consid^ration dn frottement: qnestion qni AiMre es- 
sentiellement d'avec celles qui pr^c^dent, par la n^cessit^ d'admettre des 
donn^es empiriques snr la nature du frottement, et dans les d^veloppe- 
mens de laqnelle nons ne pourrions entrer ici sans d^passer les bomes 
qne nons devons nons prescrire. 

1. Consid^rons en premier lieu un corps qui se meut en B*ap- 
pnyant sur le plan fixe par une pointe, c'est-ä-dire par un point oü il 
7 a Solution de continnit6 dans sa surface, tel qne serait le sommet d'nn 
cdne, ou Tnn des angles solides d'nn poly^dre. Ponr fixer les id^s, nons 
snpposerons qne la pesanteur est la force continne qui sollicite le corps, 
et nons tiendrons comte de la r^sistance du plan fixe par rapplication 
d'nne force inconnne R, perpendicnlaire ä ce plan; nons rapporterons lea 
points de Tespace ä trois axes des x, y, s; le plan fixe 6tant pris ponr 
celni des x, y, et son intersection avec le plan vertical qui lui est per- 
pendicnlaire ^tant prise ponr axe de y. Les points du corps seront rap- 
port^es aux trois axes principaux des x\ y\ ^\ men^s par le centre 
de gravit^, dont nons d^signerons les coordonn^es en x^ y, s, par a, ß, y. 
M sera la masse du corps, et A, B, C seront ses momens d'inertie rela- 
tifs anx axes principaux des x\ y\ z\ Nons repr^senterons par g le 
coSfficient de la gravit^, et par e le compl^ment de Tangle que forme le 
plan fixe avec la verticale. a, b, c seront les cosinns des angles variables 
form^s par Taxe des z avec ceux des x, y\ z'; et §, tj, ^, les coordonn^es 
de la pointe, selon ces trois derniers axes. Enfin, si Ton con9oit que Ton 
prenne, snr la direction de Taxe instantan^ de rotation, une droite nu- 
m^riquement ^gale ä la vitesse angulaire, p, q, r d^signeront les projec- 
tions variables de cette droite sur les axes des x\ y\ z\ Leurs signe^ 
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d^pendront du sens de la rotation, snivant les meines Conventions qui 
fixent le sens dans lequel est port^ Taxe d'nn conple, ou le moment 
lin^aire d'une force, d'apr^s la direction de cette force: et ä ce snjet nous 
renverrons le lectenr aax Exercices de Math^matiqnes de M. Cauchy. 

Cette notations convenne, il r^sulte facilement des principes g^n^- 
raax de djnamiqae, qne le double mouvement de translation et de rota- 
tion du corps sera d^termin^ par les six ^quations suivantes: 

(Adp + (C-B)qrdt = R(T]c-^b)et, 
(6.) \B6q + (A--C)pr8t = R(^a-^c)dt, 

[C8r + (B-A)p(iSi = R(§b-Tia)dt. 
Les variables a, b, c sont li^es aux quantit^s p^ q, r par les ^quations 
(c.) 8a = (rb'-qc)8ty 8b = (pc—ra)8t^ 8c = (qa—pb)8t; 
et si Ton d^signe par Tangle du plan fixe avec celui des x, y\ par (p 
et y^, les angles qne lenr intersection forme respectivement avec les axes 
des x' et des x, les six variables a, b, c, p, q, r se tronveront d^pendre 
des trois quantit^s angnlaires 6, cp, tp, en vertu des relations suivantes: 

(rf.) a = — sind sin^), b = — sinÖcos^), c = cosÖ; 

Ip8t = sinösiny^V^— cos9)öö, 
q8t = sinöco8f/)öv^+sinyöd, 
r8t = 8(p'-co&d8yj, 
Nous renvoyons, pour la d^monstration de toutes ces formules, ä la 
M^anique de M. Poisson, livre III. 

Les six ^qnations (a.) et (6.) ne renferment donc implicitement qne 
sept inconnues «^ ß, y, Ö, cp^ \p^ R, qu'il s'agit d'exprimer, au moyen de 
deux int^grations, en fonction du temps t. II suffit par cons^qnent, pour 
avoir le nombre süffisant d'^quations, d'en obtenir une septifeme entre ces 
inconnues. Or, la condition que la pointe doit rester sur le plan fixe, ou 
que sa coordonn^e z doit 6tre nulle, s'exprime par T^quation 

(A) r + ^^ + bri + ct = 0, 

d'oü 

^f'\ ^y \ t ^^ \ db y de ^ 

Les deux premi^res ^quations (a.) s'int^grent imm^diatement : la 
troisi^me, jointe aux ^quations (6.) et (/".), suffit, sauf les difficultös de 
Tint^gration, pour d^terminer les cinq inconnues qui restent. 

18* 
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2. En multipliant les ^quations (6.) respectivement par a, b, c, 
les ajoutant, et ayant ^gard anx relations (c), on troave: 

Adap+Böbq+Cdcr = 0; 
et par cons^qaent on obtient Tint^grale premi^re 

(g.) Aap+Bbq+Ccr = k, 
dans laqaelle k d^signe une constante arbitraire. Si Ton maltiplie de nou- 
veau ces mgmes ^quations respectivement par /?, 9, r, et qn'on les ajonte, 
en ayant tonjoars ^gard aux relations (c), il vient: 

Apdp+Bqdq+Crdr = R(^da+ri8b+i;dc) = -Äöy, 
en vertu de (f.). Substituant la valeur de Ä, tir^e de la troisi^me ^qua- 
tion (a.), int^grant et d^signant par h^ une noavelle constante arbitraire, 
on obtient en definitive: 

(A.) Ap'+Bq'+Cr'+M-^+2Mg co^e.y = h\ 

II n'est pas difficile d'apercevoir que les deux integrales (g.) et (A.) 
r^sultent plus g^neralement, la premi^re da principe des aires, la se- 
conde de celui des forces vives. En effet, paisqae le corps n'^prouve 
aacun obstacle parallMement an plan fixe, et que la force qai le soUicite 
passe par le centre de gravit^, la projection des aires sur ce plan doit 
rester constante. D'an autre c6te, la liaison, qai assuj^tit le corps, ^tant 
exprimee par T^quation (/l), ind^pendante du temps, le principe des for- 
ces vives doit trouver son application. Or on d^montre ais^ment que 
lorsqu'on rapporte au centre de gravit^ le double mouvement de transla- 
tion et de rotation d'un Systeme, la force vive totale est la somme des 
forces vives relatives aux deux mouvemens, consider^s comme ind^pendans; 
et cela pos^, les formules connues nous apprennent que Ap'^+Bq^+Cr^ est 

la force vive due au mouvement de rotation, tandis que ^-^r est celle qui 
provient du mouvement de translation. 

En g^n^ral, les integrales fournies par les principes de la conser- 
vation du centre de gravite, des aires et des forces vives, sont les seules 
qu'on obtienne sous forme finie. Le problfeme qui nous occupe ne sera 
donc rigoureusement r^soluble que lorsque certaines relations entre ö, cp, % 
reduiront ces variables ä deux, par exemple et tp. Alors en eiiminant 
entre (g.) et (A.), on aura des expressions de la forme 6 t =^ F(ö)öö, 
dt = P\^)6ip, d'oü Ton tirera par les quadratures les valeurs de et \p, par 
suite Celles de y et de 71 en fonction de t et de nouvelles constantes arbitraires. 
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quant ä celle des forces vives, pour la mettre soas sa forme la plus simple, 

il convient de faire: 

n = Qco&Q), v! = (»sinctf^ 

() ^tant ^gal ä ^{j^\vl'^^^ et co d^signant l'angle qae le plan men^ par 

Tarete et par le centre de gravit^, fait avec celui des x\ y\ Alors cette 

^quation devient: 

A^ + ^(B 8in^Ö+ C cos'd)+ Mq' cos^Ö-co) • -^ 

+2Mgco&B.Q%in(0—a}) = A^ 

Lorsque ß = C^ on a -^ = const. Le terme en -^ disparatt de 

r^qnation pr^c^dente, comme compris dans la constante A^; mais eile ne 
peut tonjoars s'int^grer qa'approximativement par les quadratores. 

4. Si le corps glisse sor le plan fixe, en s'appayant snr ane face 
plane, on ponrra encore employer les ^qnations (•'.), pourvu que de re- 
präsente nn ^l^ment d'aire plane, et qne les termes oü 11 entre comme 
factenr soient affect^s d'nn double signe d'int^gration. D'ailleurs le plan 
qui comprend cette face anra ponr ^qaation 

l = m^ + m'ri + m". 
Snbstituant cette valear de ^ dans les ^quations (i.), elles ne contiendront 
plus qne trois integrales inconnnes 

f/Rds, f/mds, f/Rnds. 
D'nn antre cöt^ si Ton fait la mSme snbstitntion dans l'^quation (/l) qai 
devra alors 6tre satisfaite, ind^pendamment de | et de ri, on obtiendra 
trois ^quations auxiliaires, qni compl^teront le nombre n^cessaire poar 
la d^termination des ^l^ments du monvement, et des integrales inconnnes: 
senlement la fonction R restera, comme pr^cedemment, indetermin^e. 

En effectnant le calcnl, on tronve: 

Y + cn!' = 0, o + fiic = 0, 6 + m'c = 0, 
d'oü 

= — tangtfsin^) = iw, —^ = — tangöcos^? = m!; 

tangy = — r, = const. 

en Sorte qae les deux angles 6, cp sont Tun et Tautre constants. L'^qnation 

des aires se r^duit donc ä -^ = const., et il en r^sulte encore que les 

quantit^s y, p, q^ r, a, 6, c, comme aussi les trois integrales inconnnes^ 
ont de valeurs constantes pendant toute la dur^e du monvement. 
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5. Consid^rons maintenant un corps termin^ par une surface 
continue, et qui roule en s'appnyant tonjoars sur le plan par nn point de 
cette surface. II est clair que les ^quations (a.), (6.), (/l) s'appliqueront 
k rhypoth^se actuelle, sauf que les coordonn^es f, ?;, ^, au lieu d'ßtre 
constantes, comme dans le cas du num^ro 1., seront variables et incon- 
nues. Mais aussi on aura trois nouvelles ^quations pour d^terminer ces 
coordonn^es, savoir: l'^quation m6me de la surface, et les deux qui ex- 
priment que le plan tangent ä cette surface, au point (|^ 17^ ^ se con- 
fond avec celui des x, y. Les ^quations des aires et des forces vives 
subsisteraient, comme lorsque les coordonn^s S^ tj, ^ sont invariables. 
Cela est Evident pour la premi^re, qui s'obtient ind^pendamment de ces 
coordonn^es; d'ailieurs on aurait, en diff^rentiant l'^quation (f.): 

dy + ^8a + ridb + l^dc = —(adS + bdrj + cd^. 

Mais a, b, c ^tant les cosinus des angles que forment les axes des 
x', y\ z! avec la normale ä la surface, au point (|^ 17^ ^, le second 
membre de cette ^quation s'^vanouit, ce qui la rend identique avec (/*'.): 
au moyen de quoi Ton arrive comme pr^cedemment ä T^quation des 
forces vives. 

Si le corps est termin^ par une surface cylindrique ou conique, 
il roulera en s'appuyant sur le plan le long d'une g^n^ratrice de cette 
surface. Prenons pour exemple un cylindre droit et homogene, ä base 
elliptique, dont les g^n^ratrices soint parallMes ä Taxe de x\ ei dont les 
directrices aient pour ^quation: 

Le calcul sera le m6me que dans le cas trait^ ä la fin du numero 3., si 
ce n'est que les quantit^s (> et co cesseront d'^tre constantes. Le cylindre 
^tant tangent au plan fixe, on aura: 

tangö = -5^ - 



' ' w'z' ' 



et il ne restera plus qu'ä substituer ces valeurs dans T^quation des for- 
ces vives. Lorsque le cylindre est circulaire, auquel cas ß = C, €5 = 0, 

-^ et -^ se r^duisent ä des constantes; les quantit^s 6, c, q, r, s'expri- 

ment par des sinus et cosinus du temps: tandis que d'apr^s le calcul, les 
integrales fRds, fR^ds conservent des valeurs constantes. Observons 
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que les limites de ces integrales ne seront plus constantes en g^n^ralf 
comme dans le cas du num^ro 3., et qu'on d^terminerait au besoin ces 
limites ä l'aide des ^quations des courbes qui terminent la portion de sur- 
face roulant sur le plan; mais ce calcul est ^tranger ä la d^termination 
du mouvement. 

6. Si le Corps roulait sur une arßte curviligne, teile que celle 
qui termine la base d'un cylindre, il faudrait encore employer les for- 
mules (a.), (6.), (/".); les coordonn^es S, tjy X> du point de contact seraient 
variables et inconnues, mais on aurait trois ^quations pour les d^termi- 
ner, savoir: les deux qui d^finissent, relativement aux axes principaux, la 
courbe qui forme arßte; et celle 

(k:) ad^ + hdri + cSt, = 0, 
exprimant que la tangente ä cette courbe, au point (f, ri, Q, est comprise 
dans le plan fixe, et dans laquelle il faudrait substituer les valeurs de 

~W^ ~W' tir^es des ^quations de la courbe. Nous employons ici la ca- 
ract^ristique d^ voulant r^server celle d pour indiquer les diff^rentiations 
par rapport ä t. 

En r^unissant les cas divers qu'on vient d'analyser, et quelques 
autres qui se r^solvent par les m^mes principes, on pourrait, sauf les 
difficult^s inhärentes ä Tint^gration, suivre dans toutes ses circonstances 
le mouvement d'un corps de forme quelconque sur un plan fixe. C'est 
ainsi qu'un c6ne pourrait se mouvoir successivement, en s'appuyant sur 
son sommet, puis en roulant sur sa surface convexe, ensuite sur Tarnte 
curviligne qui la termine, et enfin en glissant sur le plan de sa base. 
Dans le passage d'un de ces ^tats ä Tautre, il y aurait en g^n^ral Solu- 
tion de continuit^, percussion souflFerte par le plan, d^perdition de force 
vive; et les valeurs des ^l^mens du mouvement, ä la fin du premier 6tat, 
serviraient Ä d^terminer les constantes arbitraires, dans les formules relatives^ 
ä r^tat subs^quent. 

7. Les constantes arbitraires qui entrent dans les ^quations du mou — 
vement, apr^s les deux int^grations, sont de deux sortes: les unes dopenden — 
de la Position initiale du corps, et Ton peut toujours placer l'origine et le — 
axes des x, y, z, de manifere ä les rendre nulles. Les autres d^pendent d( 
valeurs initiales des six quantit^s 

,,v da dß^ dy 

^'"^ "öT' dt ' 'W' P' ^' ^' 



i 
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qui penvent Stre donn^es imm^diatement; et alors leur sabstitntion dans 
les integrales premi^res, telles qne Celles des aires et des forces vives, 
foarnira imm^diatement anssi les valeurs des constantes arbitraires: mais 
si Ton assigne seulement, en grandears et directions, les forces instanta- 
n^es qui soUicitent le corps ä l'origine et le tirent de l'^tat de repos, il 
faudra d'abord en d^daire les valears initiales des quantit^s (/.)• 

Consid^rons an corps qui repose sur le plan fixe par an point 
(^y Vj Öl ®st qai est tir^ de T^tat de repos par l'application d'an Systeme 
des forces instantan^es , dont la r^saltante a poar projection saivant les 
axes des x^ y, z, les forces X, Y, Z. D^signons par L', M\ N' les mo- 
mens da Systeme estim^s relativement aux axes des x, y', »', et par P 
la percassion qae le plan ^proave au point (Sy ^, 0- D'apr^s une appli- 
cation facile du principe ded'Alembert, on aura, pour d^terminer les 
valears initiales des quantit^s (/.), les six ^quations suivantes: 

iAp = L' +P(r]C-tb), 
(6'.) iBq = M' + P(;a^Sc), 

[Cr = iV'+P(|6-i^a). 
II y faut joindre, en vertu des ^quations (f.) et (c), cette ^quation auxi- 
liaire, que nous mettons k dessein sous trois formes diff^rentes: 

-^ + §irb-'qc) + T](pc-ra) + ^(qa'-pb) = 0, 

^+p(VC-tb) + q(^a^Sc) + r(Sb^rja) = 0, 
^^ +<gt-rrj) + b(rS-^pl;) + c(pri-q^) = 0. 



0/ 

Sous cette derni^re forme, eile exprime plus explicitem^nt que la 
vitesse du point (ß, ^, S)» estim^e perpendiculairement au plan fixe (ce que 
nous sommes conveuus d'appeler plus bri^vement la vitesse normale), est 
nulle; et d'apr^s la remarque du num^ro 5., eile subsiste ^galement, soit 
qu'il y ait en ce point continuit^ ou discontinuit^ dans la surface. 

II est essentiel d'observer que, si le corps est tir^ de F^tat du repos 
par Taction de forces continues, les valeurs initiales de p, q, r seront nuUes; 
et alors les ^quations (a.), (6.), deviendront les mfemes que (a'.), (6'.), si ce 
n'est que P sera remplac^ par Ä, les qantit^s (/.) par 

d^a d'ß df dp dg dr 
dt' ' dt' ' dt' dt ' dt ' dt 
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et que les lettres X, Y, Z, aa lieu de d^signer des forces instantan^es, 
d^signeront des forces coutinaes. D'aillears l'^quation (m.) donnant par la 
diff^rentiation: 

= -\P dt + ^ dt ^"^ dt (^ 

le second membre de (m'.) s'^vanouira ä cause de = p = ^ = r, et 
alors eile deviendra la mSme que (ira.), lorsqu'on fait dans celle-ci les 
snbstitutions qu'ou vient de dire. D'oü il faut conclure, qu'en discntant 
rbypoth^se oii le corps est tir^ du repos par des forces instantan^es, noas 
nous trouverons avoir trait^ celle oü il sort du mSme ^tat par l'action de 
forces contiunes. 

8. Faisons, pour simplifier: 

r^limination entre (o'.), (6'.) et la seconde ^quation (iw.), donne: 

P = 

expression dont le d^nominateur est essentiellement positif. Si P est n^gatif, 
ce sera la preuve que le plan n'^prouve aucune percussion au point (ß, rj, ^^ 
et que ce point, consid^r^ comme appartenant au corps, doit se d^tacher 
du plan, ou que sa vitesse normale est positive. Alors pour d^terminer les 
^l^mens du mouvement, il faudra faire P = dans (a'.), (6'.); est les valears 
de ces ^l^mens devront satisfaire ä Tin^galit^ 

dont le premier membre exprime la vitesse normale du point (^, % t^. Or, 
au moyen de ce qu'on a fait P = 0, ce premier membre se r^duit k 
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rin^galit^ est donc satisfaite par cela seul, que dans le pr^c^dent calcal on 
a eu P < 0. 

9. S'il y a deux points de contact entre le corps et le plan, leck 
^quations (a'.), (6'.) deviennent, en accentuant les lettres relatives an se- 

cond point: m^=^Z^P + P'; 

Ol 
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Ap = L^Pl + P'k\ Bq = M' + Pfi + P'fi\ Cr = N' + Pv + PV, 
et de plas on a les deax ^qaations de condition: 

^+pX + qfi + rv = 0, -^+pl' + qfi' + rr' = 0. 

Faisant pour abr^ger: 

M ^ A^ B ^ C ' M^ A ^ B ^ C ' 



on tronve: 






p _ U'T-S'U p, _ UT-SU' 



Le d^nominateur de P et P' peut se mettre sous la forme: 

1 [ d^-^y . (f^-f*y , (y-yy \ . ca^^^a» ' (;v-av)» (^»^^-^^vy 

et par cons^qaent il est essentiellement positif, en sorte que les signes 
de P et P' d^pendront uniquement de ceux de leurs num^rateurs. Si P, 
par exemple, est n^gatif, il faadra recommencer le calcal en supposant 

P nul, et alors on aura p' = """öt-' D© plus, Tin^galit^ («.) devra 6tre 

satisfaite: mais son premier membre se r^duit dans ce cas ä PT+J7>0, 
ou S'J7+l/'r>0, en substituant la valeur pr^c^dente de P', et obser- 
vant qae ;S" est essentiellement positif. Cette in^galit^ et donc v^rifi^e, par 
cela m^me que Ton a eu pr^c^demment P < 0. 

Si les deux valeurs de P et P' ^taient negatives, et que de plus 
T fftt positif, Tin^galit^ (».) et son analogue, relative ä (!', tj', ^), se r6- 
dnisant, lorsqu'on fait abstraction de la r^sistance des deux points, ä 
l/>0, l/'>0, seraient encore satisfaites d'elles-mßmes, et le corps se 
d^tacherait enti^rement du plan. En effet, de J7T-S'J7<0, J7T-SJ7'<0, 
on tire, en divisant la premi^re in^galit^ par S' et la seconde par T, qui 
80nt des nombres positifs: 

partant U\SS' — T) > 0, ou l/' > 0, ä cause que SS' — T est essentiellement 
positif. De la mßme mani^re ou trouverait 1/ > 0. 

Mais si T est n^gatif, on pourrait seulement d^montrer que Fune 
des qnantit^s U, U' est positive; par cons^quent, de ce qu'on aurait trouv^ 
dans ce cas P et P' < 0, il ne s'en suivrait pas que les deux points n'^- 
prouvent aucune percussion: il faudrait en outre que V et U' fussent 

19» 
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simultan^ment positifs. On arriverait ä des r^sultats analogaes en Bopposant 
trois points de contact. 

10. Dans le cas oü leur nombre se r^duit tonjoars ä deux, on 
trouve, en retranchant de la premifere 6quation (m.), son analogue, relative 

(0.) (^-nirb^qc)+(r,-^r]'Xpc^ra)Ht-^'Xg(^-pb) = 0; 
^qaation qui peut s'interpr^ter g^om^triquement. Pour cela, menons par 

Taxe instantan^ de rotation un plan perpendiculaire au plan fixe des x, y, 

et soit 

Ix -{-my -\-nz = 0, 

r^qnation de ce plan. En vertu de ce qu'il comprend Taxe instantan^, on 
aura /p + «»9+«r = 0; et au moyen de ce qu'il est perpendiculaire au plan 
^9 Vy la-^-mb+nc = 0. Son ^quation deviendra donc 

(p.) (rb'-qc)x +{pc—rä)y +{qa—ph)z^ = 0; 
et si Ton m6ne une perpendiculaire ä ce plan, eile fera, avec les axes 
des x\ y, «', des angles dont les cosinus seront respectivement propor- 
tionnels ä rb—qc, pc—ra, qa—pb, D'un autre c6t^, Tintersection du 
plan (]9.) avec celui des x^ y, contient la projection de Taxe instantan^ sur 
ce dernier plan, et cette projection est perpendiculaire ä la droite men^e 
dans le plan fixe perpendiculairement au plan (p.), laquelle, en vertu de 
(o.), est elle-meme perpendiculaire ä la droite qui Joint les deux points 
de contact. Cette ^quation (o.) exprime donc que la projection de Taxe 
instantan^ sur le plan fixe est parallele k la droite joignant les deux points 
de contact. D'ailleurs, si Ton porte sur Taxe instantan^ une longueur 
num^riquement 6gale ä la vitesse angulaire, la valeur de sa projection sur^ 
le plan fixe sera ^{(rb—qcf+^pc—rdf+^qa+pby): car on a pour sa pro- 
jection, perpendiculairement au ni6me plan, pa+qb+rc^ et 

{rb—qcy+(pc—rayi-(qa-'pby+(j)a+qb+rcf = p'^+q'^+r'^. 

Si le point (§\ tj\ S') venait k se d^tacher du plan, on aurait: 

^ + §'(pb-qc)-\-v'(pc--ra)H'(qa^pb) < 0; 

et r^quation (o.) se trouverait remplac^e par Tin^galit^ 

(^-n{rb-^qc) + (r,^rj^Xpc^ra) + (^^0(qa^pb) < 0, 
laquelle exprime g^om^triquement que la perpendiculaire ä la projection d ^ 
Taxe instantan^ sur le plan fixe forme un angle obtus avec la droite men^^ 
du point (I, Tjy S) au point (I', ??', C')- 
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11. Si ces deux points sont les extr^mit^s d'une aröte, par la- 

qaelle le corps s'appuie sur le plan fixe, il est ais^ de d^dnire de ce qui 

pr^c^de les ^quations qai devront doimer les valeurs des quantit^s (/.), et 

des integrales 

fPds, fP^ds, fPrids. 

Ponr qae la percassion s'exerce le long de cette ar^te, 11 faadra 
qne la fonction inconnae P pnisse etre censöe positive dans tonte T^ten- 
dne des int^grations. Or Ton s'assnre si cette condition est on non satis- 
faite, ä l'aide des consid^rations snivantes. 

Les coordonn^es x^ y de Tarnte, rapport^es anx axes fixes dans 

i'espace, sont, au premier instant dn mouvement, des fonctions Unfaires 

et connues de ses coordonn^es ^, t], ^, rapport^es aux axes principaux. On 

pourra donc exprimer fPxda, fPyds, en fonction de fPSds, etc. Alors 

si Ton fait 

fPxds _ fPyds _ 

/Fds " ^'' fPds ~ ^'' 

il faudra, pour que la fonction P puisse ßtre cens^e constamment positive, 
V qne fPds ait elle-mßme une valeur positive; 2** que le point, dont les 
coordonn^es en x, y, sont j?!, yi, tombe sur Tarnte rectiligne entre ses deux 
points extrßmes (|, ?y, ^, (!', t]', ^'). Teiles sont en eflfet les conditions 
d^montr^es en statique, pour qu'un corps qui s'appuie le long d'un plan 
fixe par une ar6te rectiligne ne soit pas soulev^, et la d^monstration ne 
reposant que sur la n^cessit^ de regarder la fonction P comme constamment 
positive, subsiste, quelle que soit la signification attribu^e ä P. 

12. Lorsqu'il existe, ä l'origine du mouvement, trois points de con- 
taet entre le corps et le plan fixe, on a trois ^quations semblables ä la pre- 
mi^re (m.), qui donnent, en les combinant deux k deux par voie de sous- 
traction, trois autres ^quations semblables ä (o.); et de celles-ci on d^duit, 
pourvu que les trois points ne soient pas en ligne droite: 

-^ = 0, rb — qc = 0, pc—ra = 0, qa—pb = 0, 

^quations dont la demi^re est contenue dans les deux pr^c^dentes, et qui 
expriment: l"" que la distance du centre de gravit^ au plan fixe reste 
konstante; 2** que Taxe instantan^ est perpendiculaire ä ce plan. Dfes- 
lors on voit que, s'il existait plus de trois points de contact, on n'aurait 
pas le nombre süffisant d'^quations pour döterminer individuellement les 
percnssions soufi^ertes par ces points, ni pour s'assurer directement que 
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lenrs valeors sont positives. Mais en saivant le raisonnement des num^- 
ros pr^c^dens, il est clair qu'on pourrait toujours calculer les valenrs des 
termes sommatoires -T.P, -2'.P|^ etc., par suite celles de -T.Pa? et S.Py; 
et qu'en faisant alors 2.Px = x^SP, S.Py = yi-TP, il faudrait, pour que 
le Corps püt se mouvoir en glissant sur le plan fixe, et exer9ant ainsi 
une percussion sur tous les points de contact: 1** que 2P fftt positif; 
2"* que le point dont les coordonn^es en x, y sont Xi, y,, tombfit dans 
rint^rieur du polygone convexe, qui se forme en joignant deux ä deux 
les points de contact, de mani^re ä n'en laisser aucun ä Text^rieur da 
polygone. Si le corps s'appuyait sur une portion d'aire plane, on arriverait 
aux mSmes conclusions, en remplagant P par Pds, et 2! par un double 
signe d'int^gration. 

13. Lorsque les conditions n^cessaires pour le glissement du corps 
sur le plan fixe ne sont pas satisfaites, il se präsente trois cas: ou le 
corps se soul^ve en s^appuyant sur Tun des sommets du polygone con- 
vexe, dont il vient d'ßtre question, comme sur une pointe; ou il s'appuie 
en se soulevant, sur les deux extr^mit^s d'un des cöt^s du mSme polygone; 
ou enfin il se d^tache enti^rement du plan et ne lui fait ^prouver ancune 
percussion. 

Dans la premifere hypothfese, soit (|, ?y, ^ ou F (Tab. IL Fig. 1.) 
le sommet qui ^prouve une percussion et (!', ri\ ^'), (§", ri\ ^"), ou F\ F", 
les deux sommets dont Tun suit, et Tautre pr^c^de F imm^diatement sur le 
contour du polygone. Non seulement il faudra que la valeur de P, calcul^ 
comme dans le num^ro 9., soit positive ; mais d'apr^s l'observation qui termine 
le num^ro 10., les deux in^galit^s 

devront etre satisfaites; et le Systeme de ces in^galit^s exprime que 1 
perpendiculaire abaiss^e de F sur la projection de Taxe instantan^ sur 1 
plan fixe, doit tomber dans Tangle M'FM", Supplement de F'FF\ et form 
par les droites N'M\ N"M'\ respectivement perpendiculaires k FF', FF"^ 
Pour un autre point quelconque F'", situ^ sur le contour ou dans rint^rieu 
du polygone, on devrait avoir pareillement: 

et si Ton m^me N"'M"' perpendiculaire ä FF'", que Ton combine (q'.) av^ 
chacune des in^galit^s (q.)^ il r^sultera de leur Systeme que la perpendiculair" 
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abais^e de F sur la projection de Taxe instantan^, doit tomber dans rint^riear 
de Tangle M"'FM"^ ou de M'FN'". Or, le polygone 6tant convexe, et par 
öuite FF" tombant toujours dans Tangle FFF\ il est clair que qaand les 
in^galit^s (q.) sont satisfaites, (q'.) Test a fortiori; qa'ainsi il suffit d'avoir 
^gard aux in^galit^s (q.) et ä celle P > 0. 

Qaand la projection du centre de gravit^ sur le plan fixe tombe 
dans rint^rieur de Tangle F'FF', on peut prendre cette projection pour le 
point F'"^ et alors on a §'" = —ay, rj"* = — 6y, ^"' = — cy: d'ailleurs comme 
la fonction a(rb — qc) + b(pc—rd) + c(qa-'pb) est identiquement nulle, (q.) 
se r^duit dans ce cas ä 

§(rb—qc) + rj(pc'-ra) + ^(qa-'pb)<:0^ 
ou, en vertu de T^quation (iw.), ä 

Dans la seconde hypothfese sur le mouvement du corps, FF' ^tant 
le c6t^ du polygone sur lequel il s'appuie en se soulevant, soit que la 
percussion ne s'exerce qu'aux deux points extrßmes F, F', ou qu'elle soit 
r6partie sur toute la longeur de Tarnte FF\ on aura ä appliquer les for- 
mules des num6ros 9., 10. et 11. En outre, dans Tun et l'autre cas, il 
faudra que Tin^galit^ (q.) soit v^rifi^e pour un point quelconque F'", situ6 
sur le contour ou dans Tint^rieur du polygone. Or, si Ton abaisse de 
F une perpendiculaire sur la projection de Taxe instantan^ en x^ y, cette 
droite, d'apr^s ce qui a ddjk ^t^ dit, sera en mßme-temps perpendicu- 
laire ä FF': rin^galit^ (^'.) exprime qu'elle devra faire un angle obtus 
avec FF"'; et d^s-lors il est visible que cette condition 6tant satisfaite 
pour le point F'", le sera pour tous ceux qui sont situ^s, par rapport k 
FF', du m6me cot^ que F'". Elle sera donc simultan6ment satisfaite 
pour tous les points situ^s sur le contour ou dans Tint^rieur du polygone, 
puisque, par hypoth^se, ce polygone est convexe. Profitant de cette re- 
narque, on peut d'aprfes ce qui pr^c^de, simplifier l'expression de la con- 
dition (q'.\ et la r^duire k (^"0, dans le cas oü la projection du centre 
de gravit^ en x, y, tombe, par rapport k FF', du m6me c6t6 que les autres 
Bommets du polygone. 

Enfin, dans la dernifere hypoth^se oü le corps ne fait ^prouver au- 
eane percussion au point fixe, et se meut comme s'il ^tait libre, la vi- 
tesse normale de chacun des points de contact doit £tre positive; ce qui 
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entratne de nouvelles conditions: J7>0, J7'>0, J7">0, etc. U et ses 
analognes conservant la signification qai leur a ^t^ attriba^e an nam^ro 9. 
Lorsqae le corps repose aar une portion de ligne oa d'aire plane, le nom- 
bre des points de contact ^tant infini, la v^rification de Tin^galit^ Uz>0 
ne peut se faire pour chacnn d'eax; mais d'abord il est visible qae, si 
eile est satisfaite pour tous les sommets da polygone convexe dont nons 
venons de parier, eile le sera pour tous les autres points. En outre, si 
Ton observe que U =0 (en remplapant dans U les coordonn^es d^termin^es 
^9 Vi ^ P^r les coordonn^es courantes x\ y\ »') est F^quation d'un plan, et 
que rin^galit6 C/>>0 subsiste pour tous les points de l'espace situ^s d'un 
mßme cöt^ de ce plan, on verra qu'il suffit de construire la droite r^sultante 
de rintersection du plan fixe avec celui (7=0; qui, si cette droite laisse 
d'un ni6me c6t^ tous ces points de contact, et que de plus Tin^galit^ J7>>0 
soit satisfaite pour un de ces points, eile le sera pour tous les autres. 

Chaque sommet du polygone pouvant ßtre pris successivement 
pour le point F, et chacun de ses c6t6s pour Tarnte FF\ si n designe le 
nombre de ses sommets, on pourra faire 2n hypotb^ses diff^rentes sur le 
mouvement du corps, sans compter celle oü il glisse sur le plan, et celle 
oü il s'en d^tache enti^rement. Parmi ces 2(fi+l) hypoth^ses, ä cha- 
cune desquelles se rapporte un Systeme diff^rent d'^quations et d'in^gali- 
t^s, il faudra, comme on Ta dit en commen9ant, qu'il y en ait toujours une 
et une seule pour laquelle le Systeme correspondant d'in^galit^s soit com- 
pl^tement v^rifi^. 

14. Si au polygone dont il vient d'ßtre question Ton substitue une 
courbe convexe et continue, comme dans le cas d'un cylindre assis sur 
sa base, et que d'ailleurs on ait v^rifi^ que le corps ne pouvait pas glisser 
sur cette base, il semble d'apr^s ce qui pr^c^de, qu'on devrait essayer 
autant. d'hypoth^ses qu'il y a de points sur la courbe, c'est-ä-dire une in- 
finit^; ce qui r^pugne. D'un autre c6t6, si l'on se reporte au num^ro 6., 
on verra que T^quation (k.)^ qui doit servir ä d^terminer le point (^, i?, S) 
sur lequel le corps s'appuie en roulant sur une arßte curviligne, se trouve 
identiquement satisfaite ä Torigine du mouvement; puisque, par hypo- 
tb^se, la courbe qui forme ar^te est alors enti^rement comprise dans le 
plan fixe. 

II est n^anmoins facile de lever cette ind^termination apparente: 
et d'abord si l'on passe, selon le principe des limites, du polygone ä la 
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15. On peat faire, des formales qai pr^c^dent, une application 
carieuse, qai s'^tend ä ane classe nombreuse de solides. Supposons qne 
le Corps, ä l'origine du moavement, tende ä glisser sur une face perpen^ 
dicalaire ä Taxe principal des z, et qae la r^sultante des forces qni le 
sollicitent passe par le centre de gravit^. On aura = L' = üf' = iV'; et 
en prenant les axes de x, y, respectivement paralleles ä ceux des x', ff' 
(ce qni, dans ce cas, ne diminae en rien la g^n^ralit^ des formales), il viendra: 
o = 0, 6 = 0, c = 1, d'oü (N^ 12.): 

^ = 0, ;; = 0, ^ = 0, 

et par saite: 

ffPdxdy^-^Z, ffPxdxdy=^0, f/Pydxdy == 0-, 
Torigine des x, y ^tant d'ailleurs sappos^e la mgme qae celle des x', y\ 
Or, poar qae la fonction P paisse 6tre cens^e constamment positive, et 
cons^qaemment poar qae le glissement da corps sar la base paisse avoir 
liea, il saffira (N^ 12.) qae Z soit negative, et qae le point dont les coor- 
donn^es en x, y sont nalles, c'est-k-dire la projection da centre de grayit6 
sar le plan de la base, tombe dans l'int^riear de cette base. 

Cette derni^re condition est ^videmment satisfaite, dans le cas de 
rbomog^n^it^, ä T^gard des prismes, cylindres et cönes droits, des pyra- 
mides r^gali^res, et d'an grand nombre d'aatres solides, qai ont d'ailleurs 
une de lenrs faces oa bases perpendicalaires ä Fan de lears axes princi- 
paax. Si donc an semblable corps repose par sa base sar an plan fixe, 
et qu'on lai commaniqae ane impalsion passant par le centre de gra* 
vit^, il glissera sar sa base, oa se d^tachera enti^rement du plan, seien 
qae Z sera negative on positive, mais dans aacan cas, il ne pourra pi- 
voter sar Tan des angles, oa Fane des ar^tes de sa base. La conclusioa 
sera la mgme, en vertu de Tobservation qai termine le num^ro 7., si le 
corps est tir^ da repos par l'action de la pesantear; qaelle que soit d'ail- 
leurs rinclinaison du plan fixe ä Thorizon: car la pesanteur est une force 
qai passe toajours par le centre de gravitd Enfin cette conclusion sab«- 
siste non sealement poar le premier instant du moavement, mala poiuT 
tous ceux qui suivront: car on sait (N^ 4.) que les valeurs de f/Rxdxdfi^ 
ffRydxdy ^tant nulles au premier instant, demeureront constamment nullest 
et la condition de R positive dans tonte T^tendne des int^grations, 
satisfaite ä Torigine du moavement, le sera pour toate sa dur^e. 
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16. Afin d'appliqner nos formales ä an exemple, consid^rons un 
parall^lipip^de rectangle et homogene, pos^ sur le plan x, y par une de 
ses faces. Prenons les axes des x, y respectivement paralleles aux cöt^s 
de la base, et faisons M = AK = BK\ Soient 2f, 2g, 2h les longueurs 
des ar^tes, paralleles aux axes des x, y, z; il s'agit d'examiner successivement 
les quatre hypoth^ses suivantes. 

l^ Le parall^lipipede peut glisser sur le plan fixe, auquel cas: 
f/Pdxdy^^Z, //Pxdxdy = -L\ ffPydxdy^M'-, 
d'oü r^sultent (N^ 12.) les conditions 

(r.) Z<0, --^>-/; — ^</; -^>-g, -^<ig. 

en se rappelant toujours que les signes < et > n'excluent pas le cas 
d'^galM Les quatre derni^res in^galit^s ne peuvent gtre satisfaites par 
Z = 0, ä moins qu'on n'ait en m3me temps = L' = M\ ce qui rentre 
dans le cas du num^ro pr^c^dent. Ainsi Ton doit supposer que la r^- 
sultante perce le plan Xy y en un point {x\ y''\ auquel cas on sait que 
Vy M* se r^duisent ä Zy^\ —Zx'\ Ces in^galit^s expriment donc g^o- 
m^triquement que le point (x", y") tombe dans Tint^rieur de la base du 
parall^lipipede. 

2"". Si le corps tourne, en s'appuyant sur un des angles de sa base 
<f, fj), on aura (N"". 7. et 8.): 

'^^-^iS^^W"^ Ap = Pn^L\Bq = -PS+M\ 
Xes in^galit^s (^f.) du num^ro 13. se r^duiront ä p?? < 0, ^f > 0, ä cause 
^a'oD y doit faire ^' = I, V = — ^/ ^" = —^^ v" = ^' D'ailleurs on doit 
«voir P > ; au moyen de quoi les in^galit^s relatives ä cette hypoth^se 
JBont led trois suivantes: 

Z + KtiL'^K'SM' <0, 
(5.) \LTi + Zri' + K'riS(^V + r]M')<CO, 
[M'S + Zf + K7j^<iSL' + riM')>0, 
^ians lesquelles il faudra combiner les valeurs ±f pour |, avec celles ±g 
Jiour rj, ce qui donnera quatre syst^mes d'in^galit^s, relatifs ä chacun des 
gles de la base. 

3"". Si le corps s'appuie sur Tune des deux arStes paralleles aux 
r^quation (o.) du N^ 10. se r^duisant ä ^ = 0, on aura: 

/Pöa:=-4t^, /Px6x=^M'y Ap = L' + r]/Pdx. 

20* 
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L'in^galit^ (q*\) du num^ro 13. se r^duira ä pi? < 0, et de plus en 
vertu des conditions signal^es dans le num^ro 11., on obtiendra ce Systeme 
d'in^firalit^s * 

(O z+ÄijL<o, /.i?-Zi?<o, — z^KnV ^^'^ — z+KnV ^'^ 

dans lesquelles il faudra faire rj = ±g, relativement ä chacune des deux 
argtes paralleles aux x. L'analogie indique suffisamment quelles seraient 
les formules qui se rapportent aux ar^tes parallMes aux y, 

4^ Enfin, si le parall^lipip^de vient ä se d^tacher enti^rement du 

plan, rin^galit^ 

(ii.) Z+KtiV-^K'SM'>0, 

devra gtre satisfaite (N"". 13.) relativement ä chaeun des quatre angles de 
la base: c'est-ä-dire qu'il faudra combiner dans la formule pr^c^dente, 
les valeurs ±f pour f, avec celles ±g pour rj; ce qui donnera quatre 
in^galit^s diff^rentes, lesquelles devront dans ce cas ^tre v^rifi^es simul- 
tan^ment. G'est ce qui ne pourra avoir Heu lorsque Z est nulle, k moins 
qu'on n'ait en m€me temps = L' = M'. En outre, on d^duit de ces 
quatre in^galit^s, combin^es selon les r^gles d'^limination qui leur sont 
propres : 

(u'.) Z>0, Z+KgV>0, Z'-KgL^O, Z-K'fM'>Q, Z+K'fM'^O; 
ce qui d^montre ä posteriori Tincompatibilit^ du Systeme des in^galit^s (u.\ 
(u\) avec chaeun des syst^mes (r.), («.), (/.). 

II ne semble pas aussi facile de d^montrer alg^briquement Fincom- 
patibilit^ de chaeun de ces demiers syst^mes avec tous les autres, et en toua 
cas cela entratnerait bien des longueurs; mais on peut ais^ment v^rifier 
cette incompatibilit6 sur autant d'exemples num^riques que Ton voudra. Si 
Ton fait entre autres: 

/^ = 1,^ ^ = 2, A = 2. d'oü /f = I, Ä' = 3, 
et qu'on suppose de plus 

Le senl systöme («.) sera y^rifi^ compl^tement pour les valenrs 1 = 1) 

Tj = 2. 

V 

II est ä propos d'observer que cette analyse ne d^pendant que de 

la forme du contour de la base, et de la direction des axes principaux, 

_■ . • ■ 

s'applique de m^me ä la pyramide reguliere ä base rectangulaire, et ä une 
infinit^ d'autres solides. 
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17. OccnpoDS-nous maintenant da moavement d'an cylindre droit, 
ä base circalaire, qui repose par cette base sur le plan fixe, et appelons 
(} le rayon de la base, en observant que les momens d'inertie A, ß, oa 
les nombres K, K' deviennent ^gaux entre enx. Si le cylindre glisse sur 
le plan, on obtiendra, par des consid^rations semblables ä celles du num^ro 
pr^c^dent, les conditions: 

(r.) Z<0, L''+ilf''<e^Z^; 
d'oü Ton conclnrait de m€me: 1^ que Z ne pent €tre nulle, ä moins que 
L et M' ne le soient aussi; 2^\ que la r^sultante doit percer le plan fixe 
dans l'int^rieur de la base. 

Quand le cylindre se soul^ve, en s'appuyant sur un point {^, tj) de 
Tarnte circulaire qui termine sa base, on a d'abord: 

_ Z+K(t,L'^§M') _ r^Zri+KS(SL+riM') 

Les coordonn^es S, v ^^nt d^termin^es par l'^quation de Tarnte 

(IT.) §^+r,^ = p^ 

et par T^quation (&'.) du num^ro 14., qui se r^duit alors k p^+qrj = 0, 
ou, quand on Y substitue les valeurs pr^c^dentes de p, q, ä 

(&".) ^L'+TiM' = 0. 
L'in^galit^ P>0 doit 6tre satisfaite, de m£me que celle (^f".) du 
num^ro 13., laquelle se r^duit k qS—pv^^' Faisant les substitutions 
convenables, il en r^sulte: 

(x.) Z + K(tiL'--^§M') < 0, Q'Z'-riL' + iM' > 0. 
L'^limination de Z, entre ces deux in^galit^s, donne 

(y.) i,r-§itf'<0; 
et comme on tire des ^quations (w.) et (k".): 



on voit que (y.) ne peut 6tre v^rifi^e, ä moins qu'on ne cboisisse les signes 
Bup^rieurs dans les valeurs pr^c^dentes de §, tj. Ainsi, parmi les deux points 
que d^tennine le Systeme des ^quations (w.) et (&".), il ne saurait y en avoir 
^a'ni> seul qui satisfasae aux conditions du probl^me. 

Si Z n'est pas nulle, on peut mettre (&".) sous la forme f y"— i?a:" = 0, 
^x", y") ^tant toujours le point oh. la r^sultante perce le plan fixe. II 
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en r^salte que le point (I, i?) est rintersection de la circonf^rence (w.) 
avec le diam^tre men^ par le point oü la r^sultante p^n^tre le plan fixe« 
Le plan men^ par ce diam^tre et par Taxe du eylindre comprendra la 
r^snltante, dans le cas particulier oü eile coupe Taxe. L'in^galit^ (y.) 
devenant Z(?a:"+i?y") < 0? se r^sout en Sx"+r]y*' <C ou >0, seien 
que Z est positive oa negative: en cons^quence, dans le premier cas,. 
le centre de la circonf^rence tombera entre les deux points (?, i?), (x", y"); 
et dans le second, ces deux points seront situ^ du m€me cot^, par rap- 
port au centre. 

Si Z est nulle, (&".) se r^duit ä rjÄ-^^Y = 0, ^qoation d'ane 
droite men^e par le centre, parall^lement k la r^sultante. On a pour (y.): 
J5"(ijY + ^X)>>0, Z" 6tant la distance du centre de gravit^ au plan qui 
comprend la r^sultante, et qui est parallele ä celui des x, y. Selon que 
Z" est positive ou negative, Tin^galit^ pr^c^dente devient tjY+SX^ oa 
^O, c'est-ä-dire que, dans le premier cas, le rayon men^ du centre aa 
point (1^ T]) sera dirig^ dans le mgme sens que la r^sultante; et dans le 
second, il sera dirig^ en sens contraire. 

Par la Substitution des valeurs de S, i], les in^galit^s (x.) deviennent: 
(x'O Z-/fe»^(L'^+Jtf'0<0, QZ+^(iL"+M'')>0. 

D'un autre cot^, en ayant ^gard ä la premi^re condition («.), la 
seconde peut s'^crire: 

pZ<->/(L'^+iif'*0; 

ce qui v^rifie ä posteriori, et d'une mani^re g^n^rale, que le Systeme («.) 
et le Systeme (x.) ou (x'.) sont incompatibles. 

II reste encore ä consid^rer Thypotb^se oü le eylindre se d^tache 
enti^rement du plan. II faut alors (N^ 14.), l"" que les racines de F^qua- 
tion finale, r^sultant de l'^limination entre l'^quation (fr.) et celle C/ = 0, 
ou Z+K^TiM^—SM') = 0, soient imaginaires; 2** que pour un point pris- 
arbitrairement sur la circonf^rence (fr.) ou dans son Interieur, on ait 
Z + Ä'(ijL'— fjtf')>0. Effectuant les calculs relatifs ä la premi^re con- 
dition, et prenant ensuite pour le point arbitraire le centre mSme du 
cercle, il vient: 

(a.) Z''-K'q\L"+M")>0, Z>0. 
Cette derni^re condition exclut Texistence simultan^e des syst^mes (o.) e^ 
(ä.): en y ayant 6gard, l'autre peut s'^crire: 

z>/fpj/(L:^+iif'0; 
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ce qui d^montre encore Fincompatibilit^ du Systeme (».) avec celui (x.) 
ou (x.). 

Ajontons k cela que la m6me analyse s'applique non sealement au 
cylindre, mais au c6ne droit, et g^n^ralement ä tout corps de r^volution 
homogene, reposant snr nne base perpendicalaire ä Taxe de r^volation. 

18. Ainsi qu'on Ta observ^ en commen^ant, il pent se faire que 
les points da corps qui exercent nne percussion snr le plan, et dont la 
vitesse normale est nulle au premier instant du monvement, s'en d^- 
tachent avec nne vitesse normale infiniment petite dans l'instant qui suit 
imm^diatement, ce qui d^pendra de l'intensit^ et de la direction des forces 
continues qui sollicitent le corps, comme aussi des vitesses acquises par 
l'impulsion initiale. Afin d'^claircir cette Observation par un exemple bien 
simple^ on peut se repr^senter un corps pesant venant frapper de bas en 
haut un plan fixe horizontal. II est clair que certains points du corps 
exerceront une percussion sur le plan, et que leur vitesses verticale devien- 
dra nulle ä l'instant du choc; ce qui ne les empechera pas de se d^tacher 
du plan imm^diatement apr^s, par Vaction de la pesanteur, avec une vitesse 
verticale infiniment petite. 

Pour indiquer quelle serait, en pareil cas, la marche du calcul, 
supposons toujours que la pesanteur - soit la force continue qui sollicite le 
corpgr, et ne consid^rons d'abord qu'un seul point de contact. Les ^quations 
(a.) et (6.) du N"*. 1. s'appliqueront ä cette hypoth^se; et quand on y aura 
Substitut les valeurs de p, q, r, relatives au premier instant du mouvement, 
et d^termin^es conform^ment ä ce qu'on a vu dans les num^ros pr^c^dens, 
de m^me que celles de a^ b, c, qui sont connues, elles donneront, par de 
simples calculs alg^briques, les valeurs de 

n'\ R Ü?_ .^ .^ dp^ dq^ dr^ 

relatives au premier ^l^ment du temps. II faut y joindre T^quation (m'.) 
du N^ 7., dont nous repr^senterons le second membre par — F, en observant 
que, d'apr^s les relations (c), on a: 

y^ {pn-q^){qa-pb)-^{r^-p^{pc-ra) + {ql—rri){rb-qc). 

Selon que la valeur de R, d^duite de ces sept ^quations, sera po- 
sitive ou negative, le point (f, ??, X>) exercera ou non une pression sur le 
plan, et sa vitesse normale sera nulle, ou positive et infiniment petite, apr^ 
r^l^ment dt. 
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Admettons que Ton ait, comme dans les N"". 15. et suivans, a = 0, 
A = 0, c = 1, et, de plus, que la force instantan^e qui sollicite le corps 
k Torgine passe par Taxe des «', ce qui eutratne 2V' = ; d'oü, en vertu 
de la troisi^me ^quation (6'.), r = 0. L'^quation (m\) se r^duira ä : 

ce qai donne 



R = 






M ' A ' B 

Remarquous maintenant qu'en vertu de nos hypoth^ses le corps 
est situ^, par rapport au plan x, y, du c6t^ des s positives, et que les js' 
sont compt^es parall^lement aux i et dans le m€me sens, en sorte qu'on 
a «' ou C = *— y^ T ^tai^t positive. Relativement au point (f, 17, Ö, qui 
repose sur le plan x, y, on a donc ^ = — y, et le terme ^(y+q^ est 
essentiellement n^gatif. Ainsi, R est n^gatif toutes les fois que ce terme 
est num^riquement sup^rieur ä g cos«, et, ä plus forte raison, quand g 
est nul, ou quand on fait abstration de la pesanteur. Dans ce dernier cas, 
le corps se d^tache du plan, ä la fin de l'^l^ment d/, en vertu de la seule 
force d'impulsion, et avec une vitesse normale infiniment petite, ^gale ä 

Si un second point (ß', r{^ ^') avait exerc^ une percussion contre le 
plan, on aurait une nouvelle ^quation de mdme forme que (m'.); et, en la 
retranchant de (m'.), il viendrait une autre ^quation de mSme forme que 
Celle (0.) du N^ 10., par rapport aux inconnues du probl^me, sauf Taddi- 
tion d'un terme constant V—V dans son premier membre; ce qui modi- 
fierait les r^sultats que nous avons obtenus dans ce num^ro. Mais on 
aurait toujours le nombre d'^quations süffisant pour d^terminer individuellement 
R et R!y et pour reconnattre, au signe de ces quantit^s, les points qui se 
d^tachent du plan, ä la fin de bt. V est nul quand la direction de Faxe 
instantan^e passe par le point (|^ t], ^; car alors 

PV-q^ = 0, rS-p^ = 0, qt-rr] = 0. 
II est encore nul, quel que soit le point (f, r/, ^), lorsque Taxe instantan^ 
est perpendiculaire au plan fixe, puisqu'alors 

qa—qb = 0, pc—ra = 0, rb—qc = 0. 
Si donc il y a eu, ä Torigine, plus de deux points non en ligue droite 
exer9ant une percussion sur le plan, comme les termes V s'^vanonia- 
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Pnisqvie fPds doit toujours ötre positire, il rdsulto de 1t premi^re 
de ce$ deuz öquations que Z est negative j .et par softe ^ ea Verto de la 

seconde, ^ serait nögative, ce qui est encore eh contradiction aveo Tin- 

ögalitö (/^)* Quoique cette derniere partie de la d^monstrafipn s'appuis 
sur la condition que Taxe des z^ seit perpendiculaire au j^an x, /, on 
coDgoit aisöment qu'on pourrait^ sauf la complication des calculs, lui 
donner la mdme gönöralitö qu'a la premi^re partie de cette d^monstra- 
tion: et il en r^sulte que le thöorcme du num^ro 15. subsiste^ quelle 
que seit la direction des axes principaux, sous la seule condition que la 
räsultante passe par le centre de gravitö^ et que la perpendiculaire aliais- 
sie du centre de gravitö sur le plan fixe, tombe dans Tintörieur de la 
base. Ainsi ce que nous avons dit des prismes^ cylindres et cdnes droits^ 
s'appliquera ^galeaient aux prismes^ cylindres et cdnes obliques » pourv^u 
que Tobliquitö ne döpasse pas certaines limites. Ces corps pourront dtre 
suppos^s imparfaitement r^guliers et homogenes^ et le frottement exerc^ 
sur le plan, ou la rösistance de Tair^ seront les seules causes qui les fe« 
ront chavirer. 

Nous observerons encore que les Forces instantanöes , qui ont iti 
designöes dans tout co qui pröc(^de par les lettres X, T^ Z, sont cens^ 
donnöes en nombres} mais si Ton connaissait seulement la masse et la 
vitesse d'un autre corps qui vient frapper celui en repos sur le plan fize^ 
on döduirait sans peine de la th(^orie ordinaire des chocs les valeurs na- 
m^riques des projections et des momens de la force instantanöe^ d^re-* 
loppöe par ce choc. Enfin si le corps dont nous avons d^ignö la mäste 
par My au lieu d'^tre en repos sur le plan, et d'Stre tirö de cet ^tat par 
Taction d'une force instantanöe, venait lui-mSme choquer le plan fixe, 
nos formules seraient les mSmes, en remplagant X, Y^ Z, h\ Mf^ J^^ 
par les valeurs qu'avaient les quantitös 

immödiatement avant le choc. 

(La saite dans le cahier prochain.) 






164 iO. A über t, über dU Aufgaben und Lehrsätze 2. Band^ 1. Heß S. 06. 97. 96. 

sich die mit den Central -Linien durch den gemeinschaftlichen Schnitt- 
punct parallel gezogenen Geraden Tor^ und bezeichnet sie bei den Prei- 
sen durch C und C\ bei den Kugeln durch C, O^ O'^ so werden die Co* 
sinus der Winkel ^ die die gesuchte Gerade mit den bekannten C eto. 

bildet 9 in dem gegebenen Verhältnis wie -q^Ts ^^^ ^^^ Kreisen ^ und 
wie 7*^*^ hei den Kugeln stehen« Wenn man also auf den Linien 

C etc. von dem Puncto C Stücke in diesem Verhältnils absetzt^ und durch 
die Endpuncte und C einen Kreis oder eine Kugel construirt^ so wird 
in beiden Fällen der durch C gezogene Durchmesser die gesuchte Gerade 
sein. Auch kann man leicht beweisen , dafs die Linien , die den Ejnd- 
punct der gesuchten Geraden in einem der Kreise oder Kugeln^ im er- 
sten Falle mit den nicht gemeinschaftlichen Durchschnittspuncten des 
gedachten Kreises mit den zwei übrigen, im zweiten Falle mit den dem 
gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte der Kugeln auf den Durchschnitts- 
kreisen der gedachten Kugel mit den drei anderen Kugeln diametral 
entgegengesetzten Puncten verbinden , sich wie die Cosinus der oben er- 
wähnten Winkel verhalten, also wie -^ etc. Der Ort der Puncte in 

einer Ebene, deren Abstände von zwei Puncten ein gegebenes Verhält» 
niis haben, ist bekanntlich ein Kreis, dessen Mittelpunct auf der Linie 
liegt, die die zwei constanten Puncte verbindet, im Räume also eine Ku« 
gel. Sollen also die Puncte von drei Puncten Abstände haben ^ die in 
gegebenem Verhältnifs stehen ^ so müssen sie auf zwei Kugeln liegen: 
ihr Ort wird also ein Kreis sein. Diese Ortskreise kann man leicht 
construiren, und also auch die gesuchte Gerade finden. 

Von Kreisen, die einander in einem Puncte schneiden, will id^ 
des Folgenden wegen^ noch einige Bemerkungen hinzufügen. 

Die Kreise o, £, c, </, e etc. (Fig. 2.) schneiden einander in dem 
Puncte F. Aus einem beliebigen Puncte A im Kreise a ziehe num 
durch den (nicht gemeinschaftlichen) Durchschnittspunct ixt Kreise a 
und by eine Gerade bis iS, aus diesem Punct durch den Durchschnitts- 
punct H der Kreise b und c, eine Gerade bis C, u. s. w.^ bis man cum 
Kreise a zurückkommt, so wird sich die letzte Gerade £^ in A an* 
schlielsen. Denn in den Vierecken wie FBHG sind die entgegengeiets- 
ten Winkel F-f£= 2 jR. Die Zahl der Kreise sei n, so wird die Summe 
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aus einer der Ecken des Dreiecks ^ znm Beispiel aus A nach A' zu, na- 
hen: eine Linie aus diesem Pancte nach der A eutgegenf;esetsten Seite 
unter dem gegebenen Winkel gezogeni bestinimt ibn gesuchten Punct D. 

Wir haben im Vorbeigehen bewiesen , dafs die Puncte % f&, S 
auf einer Geraden liegen. Direkter und einfacher kann man dieses dar- 
ihun, wenn man, wie oben, bemerkt, dafs D%^ =: DCA = DBA (und 
da auch das Viereck ^B(ID centrisch nach den Ecken ist) = £)2KS. 

2r% und ^<l bilden also den nemlichen Winkel mit der nemlichen 
Linie CD, machen also nur eine Gerade aus. Was nur von rechten 
Winkeln bewiesen war, ist auf diese Weise ohne Schwierigkeit auf be- 
liebige gleiche Winkel erweitert worden. Auf dieselbe Art lälst sich 
der schone polygonometrische Sats des Herrn Steiner (L Band I.Heft 
dieses Journals), der auch nur von rechten Winkeln behauptet war, auf 
beliebige gleiche Winkel erweitern. B und C (F^. 4,) sind rechte Win- 
kel, also läfst sich um das Viereck ^7 J? CD, ein Kreis beschreiben, dessen 
Mittelpunct £ in AD liegt. Nun ist, wie leicht zu sehen, BCD — ABC 
=:2BCE, also BE.CE.8inBEC=^ ^^r), sin 2 2?DC , ^^j^j^^^ ^-^ Gleichun|5 

ist, von der Herr Steiner seinen Satz herleitet. Für den Fall wo S 
und C beliebige gleiche Winkel sind (nach derselben Seite), geht die- 
selbe über in: 

sin C^sin2D.(BCD—ABC) — sitiD'sin^C^ABD^ACD) 

= sinD*^^*.(sinC*— sinD*), 
woraus, so weit ich sehe, nichts für unsern Satz folgt Aus den obigen 
Bemerkungen aber, von Kreisen die sich in einem Puncte schneiden^ 
wird die Sache leicht klar. Es lassen sich nemlich, wenn nur die Win- 
kel gleich sind, um die Vierecke ABCD etc. (Fig. 3.) Kreise beschrei- 
ben, die alle den Punct D gemein haben, und sich übrigens in B^ C etp. 
schneiden. Durch diese Puncte läfst sich, wie oben bemerkt, den Krei- 
sen ein Vieleck einschreiben, dessen Seiten respective auf DB, DC senk- 
recht stehen. Der Inhalt dieses Vielecks {M) ist, wenn man daa 



A 
sprüngHche Vieleck A nennt, =■ . ^^ , Nennt man den constanten In- 

halt des eingeschriebenen' Vielecks B, so ist nach Herrn Stein«r's 
Gleichung (IL Band S. 263.): 
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WO das erste Glied, ^wie oben, constant ist. Die Schlüsse sind die näm- 
lichen. Es ist wahrscheinlich, dafs der Sat2 einer noch gröTsern Erwei- 
terung fähig ist. Dafs der Ort des Punctes D, im Falle beliebiger nicht 
gleicher Winkel ein Kegelschnitt sei, ist aus geometrischen Gründen 
leicht zu errathen,. und' analytisch nicht schwer zu beweisen. Fs fragt 
sich, ob der Ort des Punctes D nicht ein Kreis werden könne, wenn 
auch die Winkel nicht gleich sind. 

7. Lehrsatz. Halbirt man in einem Viereck im Kreise sowohl 
die Winkel zwischen den Diagonalen ^ als auch die Winkel^ welche die • 
gegenüberliegenden Seiten einschliefseny so €ind von den 6 Geraden^ 
welche diese Winkel halbiren^ 3 und 3 parallel. 

Da x=iy (Fig. 5), so ist Bogen DH -^ CG szFH— EG oder 
DH+EG=zFH^CG, folglich 

o = p. 

Von den Linien, die die Winkel halbiren, mufs also die eine auf AH 
senkrecht, die andere mit ihr parallel sein. 

8. Lehrsatz. Fier beliebige Geraden in einer Ebene bilden^ zu 
drei und drei genommen, vier Dreiecke. In jedem dieser Dreiecke 
schneiden die drei Lothe aus den Spitzen auf die gegenüberliegenden 
Seiten einander in einem Puncty und diese 4 Puncte liegen allemal in 
einer Geraden. 

Von den Dreiecken wollen wir nur die drei, die eine der Gera- 
den ABC (Fig. 6.) mit je zwei der übrigen bildet, und von den Lothen 
nur diejenigen betrachten, die von den Puncten A, By C (den Durch- 
achnittspuncten der Geraden ^jB^ mit den drei andern) ausgehen. Von 
diesen 6 Lothen sind je zwei auf derselben Geraden perpendiculair, z. B« 
AD und BF etc., und also parallel. Der Satz läfst sich also auch so 
ansdriicken. Wenn in einem Sechseck, dessen entgegengesetzte Seiten 
parallel sind, die erste, dritte und fünfte Ecke in einer und derselben 
Geraden liegen, so liegen auch die zweite, vierte und sechste Ecke in 
einer und derselben Geraden, welches nur ein specieller Fall eines be- 
kannten Satzes (Carnot Geometrie de positionj pag.^56.) ist. Um ihn 
cu beweisen, will ich erst den umgekehrten Satz betrachten, nemlich: 
In einem Sechseck, welclies in ein System von zwei Geraden einge- 
schrieben ist, und ip welchem zwei Paare gegenüberstehender Seiten 
parallel sind, ist auch das dritte Paar parallel. 
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Es sei BE (Fig. 7.) mit DG, und CE mit DF parallel, m hat man 

ABiAD z=z AEiAGj 
ADiAC = AFxAE, 
also ABiAC = AFi AG, 

und folglich ist BF mit CG parallel. 

Vermittelst dieses Satzes läfst sich der obige Lehrsatz 8. leicht 
indirect beweisen. 

Auf dieselbe Art wie für das Sechseck kann man von den in ein Sy- 
stem zweier Geraden eingeschriebenen Zehn-Ecken, Vierzeh n*Ecken a.'8.tr. 
(nemlich von jedem Vieleck, dessen Seitenzahl ein Product von Geradetf 
und Ungeraden ist) beweisen, dafs, wenn alle Paare entgegengesetzter 
Seiten, aufser einem, parallel sind (oder, durch das ProjectionSi-Princip 
verallgemeinert: sich inPuncten schneiden, die in einer Geraden liegen}^ 
auch das letzte Paar parallel sein mufs (oder in einem Puncto sich 
schneiden mufs, der auf derselben Geraden liegt, wie die anderen), 

9. Vier beliebige Puncte in der Peripherie eines gegebenen Kreu 
ses bestimmen y zu dreien genommen, vier Dreiecke. Die vier Puncte, 
in welchen die Lothe aus den Spitzen dieser vier Dreiecke auf die ge^ 
genüherliegenden Seiten einander schneiden, liegen allemal in der Peri- 
pherie eines Kreises, tuelcher dem, gegebenen Kreise gleich ist* 

Carnot bemerkt {Geometrie de position, pag. 163.), dafs der Ab- 
stand EF (Fig. 8.) des Mittelpuncts E des um ein Dreieck ^ßC beschrie- 
benen Kreises von einer der Seiten halb so grofs ist, ab der Abstand CG 
der entgegengesetzten Winkelspitze C von dem Puncte wo die 3 Lothe ^ 
aus den Winkelspitzen des Dreiecks auf die gegenüberstehenden Seiten^! 
sich schneiden. 

Man ziehe nemlich einen Durchmesser aus B nach H, so sind 
auf AB, CH auf CB senkrecht, und also reSpective mit CG und 
parallel. Die Figar AHCG ist also ein Parallelogramm, unA AH zss^ CG ^ 
Man hat also EF = iAH=ri CG. CG = 2 £F behält seine Gröfte, wenn 
und AB constant bleiben, C aber eine andere Lage annimmt. Solchergeatal 
ist, wenn im Dreieck ABD die Lothe sich in H schneiden, DH parallei 
mit CG und gleich CGy also ist auch HG gleich und parallel mit CD. 

Wenn man jetzt auch die zwei übrigen Lothpuncte (so wollen 
wir die Puncte nennen, wo die Lothe sich schneiden) bestimmt, so wer- 
den eben so die Geraden, die sie verbinden, mit den übrigen Seiten des 
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H, z.B. das aus B gezogene Loth^ soT steht es im Brei^ck BCI auf CI 
senkrecht 9 und also die durch H gezogene Gerade auf BI, und folglich 
auch auf der Ebene ABD. Also, wenn sich zwei Lothe schneiden ^ so 
schneiden sich auch die zwei übrigen, und wenn drei sich in einem 
Pancte schneiden, so geht auch das vierte durch den nämlichen Punct. 

Nunmehr ist leicht einzusehen, dafs auch der andere Theil der 
Behauptung nicht zutriflft. Wir wollen uns den Fall vorstellen, wo zwei 
Lothe sich in einem, und die zwei übrigen in eineo anderen Puncte 
schneiden, welches, wie bewiesen, möglich ist, so bildet jedes Paar Lothe 
eine Ebene, und jede Gerade, die alle vier Lothe schneiden soll, mufs 
in diesen beiden Ebenen liegen, also ihm Schnittlinie sein. Aber es giebt 
der Geraden, welche die 3 Lothe, und folglich nach der Behauptung auch 
das vierte schneiden, linstreitig unendlich viele (die man in diesem Falle 
durch den Schnittpunct der einen mit d^r Ebene der beiden übrigen ziehen 
kann), und die Ebenen hätten solchergestalt unendlich viele Schnittlinien. 

11. Vier der Gröfse und Lage nach gegebene Kugeln können im 
Allgemeinen von 16 bestimmten Kugeln berührt werden^ gehen sie aber 
durch unendliche Vergröjserun^ in vier Ebenen über, die ein Tetraeder 
(beliebige' dreiseitige Pyramide) bilden, so bleiben von jenen 16 Kugeln 
im Allgemeinen nur noch 8 übrig, d. h. es giebt im Allgemeinen 8 Ktu 
geln, von denen jede die 4 Seiten-Ebenen eines gegebenen Tetraeders 
berührt. Von diesen 8 Kugeln ist 1) eine dem Tetraeder eingeschrieben^ 
2) von vier andern berührt jede die Aufsenseite einer Seiten* Ebene und 
die Verlängerungen der drei übrigen y und 3) jede der drei übrigen Ku^^ 
geln berührt alle Seiten-Ebenen in ihrer Verlängerung , und zwar zioei 
Seiten - Ebenen auf ihrer Aufsenseite. 

Bezeichnet man nun den Radius der Kugel (1.) durch R, die Ra- 
dien der Kugeln (2.), ^cich der Ordnung ihrer Gröfse, durch R,, R^, R3, 
R4J wo nemlich der letzte der gröfste ist, und die Radien der Kugeln 
(3.)t nach der Ordnung ihrer Gröfse, durch R5, Rß, R7, so hat man zwU 
sehen diesen Radien unter anderen folgende merkwürdige Relationen: 

I 1-Aj._i4.± - J-i-JL + J.- J_4.J.+_1 

11 i.— * * * -l_ * J_-l J. ^ ^^ — n 

"• R r;~"ri~r;+r^"T'r, '♦■r^ — R, "~ "* 

,1, 1,1,1, 1__1, 1,1,1 . 

*"• fii + Rj'T'SJ'T'Rl "*- R*'*"Rj"'"RjT"Hi[» ®**^ . 
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4 

t 

Sind von den Seiten - Ebenen des Tetraeders drei zu einander senkrecht^ 
so hat man z. B, auch noch folgende Gleichungen : 

IV * L_4._L_+ 1 



K^-R — R,+R,^R,+R«^R,+R,' 
V -i- = -J_ + -J_4. * 



RR^ "" R, R, ^ RaR« ^ R,R, • 
Wir -vrollen die Seiten •■ Ebenen des Tetraeders, nach der Ordnung 
ihrer Gröfse, s', s"f s'"f s", und den Inhalt des Tetraeders T nennen, 
so hat man, wie leicht zu. sehen, folgende Gleichungen: ^ 

J 3 -t aiso jj ^ o, 

T = (-^-+»-Y^+^"^^, also ^ == 5-;,^ 

y _ (^-+^--f+^-)^., also / = S-p% 

(_ 5/4- ^//,j, y//_ ^'T) j^^ 
3 
oder (^^-^^^-^^^^+^^)^T ^ ^1^^ ^ _ ^_(^'4-^-) oder ;S~.(^'^4.^///) 

(nemlich derjenige von beiden Ausdrücken^ der positiv wird). ' 

Hieraus lassen sich leicht die Formeln des Satzes beweisen. Per 
Kürze wegen übergehe ich die beiden ersten^ und bemerke nur in Ruck- 
sicht auf die Zweideutigkeit von Rt^ daü man untersuchen mufs, wel- 
cher von den beiden Ausdrücken ^'+^''' und ^'^-f- .y'" der greisere sei. 
Die Richtigkeit der dritten ergiebt sich aus folgender Rechnung: 

= 4*5» — 2 .S (/)'+;»"+ /)'"+;»'^) +/' + ^"* -}-;,"" -f. ;,■'», 
oder, da /)'+/»"+;»"'+/>" b= 2 .S ist, 

Welchen von den beiden entgegengesetzten Werthen von Rj man nimmt, 

ist gleichgültig, da das doppelte Zeichen auf das Quadrat keinen Einflufd hat 

22» 
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Es ist aber auch 

= -_4^/,s+ 2/>'*+ (p'*-\-p'"+p'""+ p"") + 2/>y' + 2/>y"+ 2p' p"^ 

folglich sind die beiden Ausdrücke 

einander gleich. 

Die Richtigkeit der beiden folgenden Gleichungen (IV. und V.) er- 
hellet daraus^ dafs^ wenn drei Seiten - Ebenen auf einander senkrecht sind^ 
nach einem bekannten Satze allemal 

ist. Übrigens muls man in diesen zwei Formeln^ in welchen keine Qua- 
drate von R^f Rtf jßjy • . . . Torkommen^ auf das doppelte Zeichen von 
jR? Rücksicht nehmen. Rj wird positiv^ wenn s^'\'S^ gröfser ist als 
s^'^s^^'y und umgekehrt. i 

Ferner ist 

{S-p') (S- (/."+ />"0) + i^p") (S- ip'+p'")) + iß^p'") (S- {p'^-p")) 
sr 3 S*— 3 .S (/>'+ />"+ P'") + 2 (/>>"+ p'p"'-\- p"p"') 
— 3Ä*— 3^(2.5— />")+ (25— y9'0'—/>"*, 

[denn /+/»"+)»"' = 2*5—/), und 

2(/>>"+/,y"+/>'>"0 = (/+/'''+/»"0'+ (/»'•+/"+;»"")] 

= _3.S(»S—;>") + 4^—4*5/)" = S(S-^p"). 
Hieraus erglebt sich die Richtigkeit der letzten Formel V. Denn man 
sieht leicht, dals die einzelnen Glieder in V. nichts Anderes sind, als die 
Glieder in der oben stehenden Gleichung. 

£s folgt aber auch die Richtigkeit der Gleichung IV., denn es ist: 

' t--n7 — s_p, -Tg- (p«+p"0 (S-p')(S-Cp"+p"0) 

— (s_pO(S-(p"+p"0)* Rs + R-, "" p^ » 

1 1 p" 

ferner Ä, + Ä6 = sZqp? + s — ( p'+p'") ~ (-S— p'OC-S— (p'+p"0)* 

.1.« f ^ (S-p"KS^(p'-^p"0) 

■*^ Äa + Ä« p" * 

i 1 p" 

endlich JJ, + J?, = ^—p-, + __-__ — (5_p,,.^(^_(j,.^p,,^j , 



N 
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«^«> ätpt; w^ —• 

Wenn man addirt^ so erhält man nach dem Obigen: 

1 ■ 1 I 1 _ 5(5— p^) _ 1 _ 1 

wie zu beweisen war. ä— p'^ 5 

12. Lehrsatz« Beschreibt man in einem beliebigen dreikantigen 
Körperwinkel eine Reihe Kugeln^ von denen jede die drei Seiten-Ebenen des^ 
selben berührt, und die einander der Ordnung nach berühren, so bilden die 
Radien dieser Kugeln, ihrer Gröfse nach, eine geometrische Progression. 
Sind z. B, a, h, c die Kinkel, zvelche die Kanten des Körperwinkels mit ein^ 
ander bilden, und setzt man die Radien ziveier nach einander folgender Kun- 
geln Rj und Rj, und zur Abkürzung a-j^b-f-cs 2^^ so ist der Exponent 
der genannten Progression: 

j Ba f Jf sin f s — a) sin (s — b) sin (s — c) \ i ]//, i sin (s — a) sin (s — h) sin (s — 0\ V 

Oder sind A, B, C die drei Flächenwinkel des Körperwinkels, und 
man setzt zur Abkürzung A + B + C = 2*5, ^o w/: 

II Äa r VC— co5Sco5(S— A) cos (S—B) cos jS—C)) 

JRx ~ l 2cosiAcosiBcosiC 

TrV^T" 2cosiAcosiBcosiC )j 

Zur Erläuterung will ich den analogen Satz aus der Planimetrie 
in Erinnerung bringen. Nemlich: ^^Wenn man in einen Winkel Kreise 
einschreibt^ welche der Reihe nach die Schenkel des Winkels und einan- 
der berühren 9 so bilden die Halbmesser dieser Kreise eine geometrische 
Progression^ deren Exponent^ wenn man den Winkel durch A bezeichnet^ 

l-|-sin 



ist. Denn 



h: = 7—^ = -»«■(«• +t) 



AF (Fig. 10.) szAB-\- BF= Ä. /— ^ + 1\ = j^C— CF = Ä. f-~ — 1\ 



folglich V~" 2 

* +1 



Rx ^4 4 • A* 

•in^ 



Wenn man mm erwägt daüii die Rueeln» welche die Seiten- Ebenen 
eines Korperwinkels berühren^ in einen geraden Kejgel eingeschrieben sind, 
der die Seiten -Ebenen berührt^* so sieht man leicht^ dals der obige Lehr- 
satz 12. auf den ähnlichen aus der Planimetrie reducirt weorden kann. 
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Quelques observations sur les quatre droites donnees 
dans Pespace et non comprises deux ä deux dans 

un möme plan. 

(Fat Mr. Garbinsky^ prof. a runiy. et directeur de P^cole polyt. a Varsoyie.) 



§. 1. v^uoique Ton possöde d^ja trois Solutions du problöme suivant: 
i^Construire rigoureusement la droite qui coupe ä la fois quatre droites 
Af By C, D doniii^es dans Tespace, non comprises deux a deux dans un 
möme plan"*^);" il ne sera peut^Stre pas sans quelque utilitö de le con- 
sidärer de nouveau comme on v^ le roir par ce qu'il suit: 

Imaginons un hjperboloi'de dont les trois directrices sont les trois 
droites jifB,C, et designons par d et d^ les deux points d'intersec- 
tion de cette surface avec la quatrieme droite Ds si maintenant par 
.chacun de ces points et par l'une quelconque de trois directrices , par 
exemple C, on möne deux plans P et P', et que Ton d^signe leurs inter- 
sections avec la directrice A par a et a^f et leurs intersections avec la 
directrice B par b, b^; les deux droites ab^ a^b' seront les droites de- 
mand^es^ c'est ä dire^ les deux droites qui coupent ä la fois les quatre 
droites donndes A^ Bj Cy Z>. Donc en derniere anal jse le problöme 
pröposö se trouve ramenö ä construire rigoureusement les intersections 
d*une droite Z) avec la surf^^ce gauche du second degrö, nommöe hyper* 
boloide ä une nappe, et a jant pour BW trois directrices les droites '^^ B^ C. 

$. 3. Pour trouver les points d^ d\ menons par la droite A un 
plan M parallele a la droite Z), et par la droite D un plan M^ parallele 
a la droite A^ ce dernier plan coupera dvidemment Thyperboloide suivant 
une hyperbole^ puisqu'il est parallele ä la droite A, et a une autre droite 
A^ qui sera entierement sur cette surface , et qu'on d^terminera, en me- 
nant une droite par les deux points d'interSection des lignes B ei C avec 
le plan M^. Donc tout se röduit maintenant a ddterminer les points d'in* 



• ■ » 



*) Ce probUme a ^t^ r^solu, dani les Annalcs de Malhteatiqnes de Mr* Oergoone ▼• 
T. XVni. p. 182. — 184. par Mr. B o b i 1 1 i e r et moi , et dtns le Journal fikr dh rthu und ängm^ 
wandu Mathematik par Mr. 8 1 e i n e r //• Band 3. lUft. 



11. Garb insk'yf sur hs quatre [droit^s non compr, deux ä deua: \dans im pZa/f. 175 

tersection de Fhjperbole et de la droite D; car ces deux points seront 
ävidemment les points d et d'. — Dösignons par a^ ß, 7 les trois points 
de rhyperbole mentionnöe^ qu'on obtiendrait en cherchant Tintersec- 
tion du plan M^ avec les droites B, Cy et une troisieme; droite quel« 
conque B\ qui coupe les trois droites A^ B^ C k la fois. Pour obtenir les 
asymptotes de l'hyperbole^ il faut se rappeller qu'elles sont les intersec' 
tions de deux plans passants respectiveoient par les droites A et A' et 
tangens ä I'hyperboloide aux points situös sur ces deux droites dans Tinfini, 
avec un troisieme plan Ms car les lignes A et A' ^tant paralleles au 
plan M'y sont coup^es par ce plan dans Tinfini. — Döterminons Tun de 
ces plans tangens^ celui par exemple qui passe par la droite A: on sait, 
que le plan tangent ä l'hyperboloide passe toujours par deux droites si- 
tuöes enti^rement sur la surface^ ^t dont Tintersection est le point de con- 
tact. De lä on conclut facilement, qu*en menant par chacune de deux 
droites iS et C un plan, respectivement parallele a la droite A^ Tintersection 
commune de ces deux plans sera une autre droite qui coupe les droites B 
etC> et qui est parallele a la ligne^; donc le plan passant par la droite 
ainsi d^terminöe et par la droite u^^ touchera Thyperboloide dans Tinfini; 
donc enfin l'intersection de ce plan avec le plan M sera Tune des asymp* 
totes de cette courbe* On d^terminera I'autre asymptote en cherchant 
rintersection du plan M^ avec le plan passant par la droite A' et sa 
parallele^ situöe entierement sur Thyperboloide^ cette derniere droite doit 
Stre rintersection de deux plans, paralleles k la droite A\ et dont Tun 
passe par la droite B' et Fautre par la droite C\ Les deux droites B^ 
et C sont quelconques^ mais situ^es entierement sur la surface, en cou- 
pant les droites donnöes Ay B, C^ comme directrices de d'hyperboloi'de. 
Menons par le point x^ intersection de deux asymptotes, une droite, qui 
partage Tangle de ces asymptdtes en deux parties ^gales^, et de mani^re 
qu'elle ne coupe pas liiyperbole, cette droite sera Faxe imaginaire de la 
courbe. Si maintenant Thyperbole mentionn^ fait une rövolution au« 
tour de son axe imaginaire, eile engendrera un hyperboloide de r^yolution, 
et les trois points ^^ ß^ y decriront trois cercles S^ S\ S'\ situös entie* 
rement sur cette surface et dont les plans seront perpendiculaires 4 Taxe 
imaginaire. Mais on sait, que l'hyperboloide de rövolution n'est qu'^un cas 
particulier de ThyperboIoÄde k une nappe; donc, le m^me hyperboloide de 
rävolution pourrait encore ötre engendr^ par une droite quelconque qui 
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coupe ä la fois tous les trois cercles Sf S', S", eo faisant une rärolution 
complüte autour de Taxe imaginaire. — On d^ferminera I'une de ces 
droites de la mani^re suiTante: Imaginons une surface conigue ayant 
pour sommet un point du cercle S et pour directrice ou base le cer-' 
cle S'f on Yoit clairement que cetle Eurface conigue sera coup^e par 
le plan du troisieme cercle] iS" suivant un autre cerclej apr^s avoir con- 
fttruit les deux interseotions da ce cerole arec le cercle S", une droite ^ 
passaut par I'un de ces denx points et le sommet du c6oe, coupera ä la 
fois tous les trois cercles S, S', S", et sera par cons^qoent toute entiere 
sur rfayperboloide de r^Tolution. — - Mais on Toit, que les deux points 
cherch^s d et d' sont situ^s en mdme temps sur riiyperboloi'de de rövola- 
tion et sur la droite -D qui coupe en un point y Taxe imaginaire de l'hy- 
perbole. On trourera donc ces points si on d^termine les deux cercles 
communs ä riiyperboloVde de r^ToIution et au c6ne qui serait engendrä 
par la rövolution de la droite D autour de Taxe de r^volution de l'hyper^ 
boloi'de, car les interscctions de ces deux cercles avec la droite D seront 
^ridemment les deux points cberchäs. Imaginons un plan passant par la 
droite ^ et le sommet y du cöne et determinons les deux gänäratrices d'inter- 
section de ce m6me plan avec le cSne, eile seront coup^es, g^näralement 
parlant, en deux points par la droite ^j abaissant de cbacun de ces denx 
points une perpendiculaire k Taxe de rotation, on obtiendra les rayons 
des deux cercles cherches, et les points situ^ sur ces cercles de la droite 
D seront les points däniand^s d et d'. 

^. 3. Avant de donner une autre construction de la ligne deman- 
d^f il faut ae rappeler quelques propositiona dont les unes sont bien 
connues aux geometres et les autres peurent Stre dömontröes ais^ment: 

c. Un pole et le milieu de sa polaire ä I'^gard d'une section co- 
nique quelconque, sont situ^s sur un m^me diametre conjugaö avec un 
autre diametre parallele 4 la pölaire- 

b. Si laxe etant r^el, F, F" sont les Foyers d'une hyperbole qnel- 
conque et qu'un cercle eät dücrit du foyerF'comme oentre arec an rayon 
ügal ä Taxe r^I de l'byperbole, apres avoir ensuite däcrit d'un point 
dottn4 comme centre un cercle passant par l'autre föyer F^ et d^temuDÖ 
ses deux points d'intersection t et t' arec le cercle primitif : si de plus 
on müne du point donne deux droites passant par les milieux des cordea 
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Ft et Ft^: on obtiendra ainsi les deux tangentes qu'on pourra mener par 
le point donnä ä Thyperbole; Tintersection de la droite F't aveo la prä- 
miere tangente donnera 8on point de contact, et le point de contaot de 
Tautre tangente ^ sera son point d'intersection avec la droite F^t^. 

c. On d^montre facilement que les deux tangentes trouv^es sont 
respectivement perpendiculaires aux cordes Ft^ Ft'^ d'oü Ton tire une 
m^thode tres facile^ pour mener nne tangente ä Thyperbole, parallele- 
ment ä'une droite donnöe; car apr^s avoir tir^ du foyer F une droite 
perpendiculaire ä la droite donnöe, et apr^s avoir construit les deux points 
u et u' d'intersection de cette perpendiculaire areo le cercle primitif^ 
les deux paralleles ä la droite donnöe^ tir^es des milieux de deux cordes 
Fu^ Fu' seront les tangentes demand^es. On diöterminera leurs points 
de contact comme pr^cödemment^). 

d. Si Ton observe que les milieux de toutes les cordes Fty Ft'^ 
Fuj Fu' etc. sont situ^es sur un cercle döcrit avec Taxe röel de Thyperbole 
comme diametre, on dömontre sans aucune difficultö que^ si de Tun quel- 
conque de deux foyers F et F' on m^ne deux tangentes au cercle döcrit 
5iir Taxe de Thyperbole pris pour diam^tre^ les deux rayons de ce cercle 
prolongös a Tinfini et passant par les points de contact de deux tangen- 
tes ^ seront les asymptotes de la courbej et vice versa: si des points d'in* 
tersection d'une des asymptotes avec le cercle, ayant Taxe röel de Thy- 
perbole pour diametre, on m^ne des tangentes k ce cercle ^ les deux in» 
tersections de ces tangentes avec Taxe r^el de la courbe seront %^% deux 
foyers F et F'- 

Partant de ce point^ supposons pour le moment que la droite p 
($• 2.) seit döterminöe d'une maniire guelconque ^ qu'on a men^ une per- 
pendiculaire a Taxe de rotation par le milieu x de Thyperbole sur la^ 
quelle se trouvent les deux points dj d' et qu*on ait d^termin^ la distance 
du point d'intersection de ce plan avec la droite ^ au point x milieu de 
rhy perbole j döcrivant avec cette distance du point x comme milieu un 
cercle sur le plan de la courbe^ et menant une tangente ä ce cercle, au 



*) Tout ce qae je dis rfSIatiTtment aus tangentes xnen^ k Phyperbole d*an point donn^ o« 
parall^lement a une droite donn^e, % egalement lieo pour toutes les sections ooniques, cd obserrant 
senlement que pour la parabole le cercle primitif n^est aatre chose qae la droite directrice de 
cette courbe et que le cercle passant par les milieux des cordes Tt^ Ft', Fu, Fs' etc. est nne 
autre droite parallele a la directrice et tirc'e du sommet de la parabole« 

Crelle's Jonmal. d. M. V. Bd. 2.Hft. 23 
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poini oü il est coupö par Tasymptote: rintersection de cette tangeute 
avec Taxe rdel prolongd fera connoltre Tun de foyers des Thyperbole. 
Avec ces donnöes on determinera facilement les deux points de contact 
avec la conrbe de deux tan(;entes paralleles k la droite />, et par cela 
mdme la grandeur du diam^tre conjuguöe avec celui qui est parallele 
ä la droite D. Je prends le diametre conjuguö que j'ai trouy^ pour 
le diametre d'un cercle et je mene du point gy intersection de ce dia- 
metre avec la droite Dy deux tangentes ä ce cercle: il est bien clair 
que^ la corde passant par les points de contact de ces tangentes avec le 
cercle 9 ^oupera le diametre conjuguö en un point z qui sera le p61e de 
la droite Z) ä l'^gard de Thyperbole. Donc les deux points de contact de 
rhyperbole avec ses deux tangentes tirees du point z, feront connoitre les 
deux points cherch^s rf'et rf' *). 

§. 4. Faisons voir maintenant comment on pourrait resoudre ana- 
lytiquement le problime propos^^ et quelles seraient les equations des con- 
ditions pour les diverses positions des quatre droites donn^es A, By CyD. 

Si pour plus de commodit^ nous allons prendre la ligne^pour Faxe 
des coordonnöes Zy et pour les axes des coordonnöes de y et x deux lignes 
menöes d'un point quelconque de la droite jäy parallelement aux deux 
droites B et Cy les equatioqs des quatre droites donn^es pouront Stre ex- 
primdes comme il suit: 



1. ^.{^=%.P 



c 
a 



C. 



b {x^=a'z'\'m 



^) Cette nianiere de construire les points d*intersection d*une droite a^ec une hyperbole dont 
on connait Taxe r^el et les foyers, s^appliqae egaleroent aux autres sections coniques, en observant, 
que pour tronver le pAle de la corde dd' relalivemenl i une e'Ilipse, il faut decrire un cercle sur 
xm diametre conjugue avec le diametre parallele a la corde dd'^ elever une perpenJicoIarre sur ce 
diametre du point d*ioterseclion de ce diametre avec la corde, determiner les deux puints d*inter- 
section de cette perpendiculaire avec le cercle j rintersection commane des deux tangentes aux 
cereles mencfes par ces deux points, sera le p61e de la corde dd', relalivenient h Telipse donnee. 
Pour 1« parabole dont tons les diametres sont paralleles 4 Taxe, la constractron est tres simple, 
car si «pr^s avoir determine le point de contact de la tangente parallele ^ d d\ on mene par ce 
point une parallele au grand aze, et qu\>n determine son intersection z avec la corde dd', un au- 
fre point z* litue de cote oppose sur le prolongeroent du diametre conjugue, a la meme distance 
du poiDt de contact que le premier point z, sera le pole de la corde ou de la p61aire dd' r^lati- 
vement a la parabole dun nee. 

Mr« Coste a donn^ one autre construction du meme probteme dans les Annales de Matli6- 
matiqne de Mr. Gergonne T. VII. p. 904., xnais je crois plus directe et plus facile dans la 
pratique teile que nons venons de pr^enter. 
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Un plan quelcooque pasaant par la droite A aara pour ^uation: 

2. y =z fx. 

Les deux points d'intersection de ce plan avec les droites B et C auront 
pour coordonneea: 

TS 

Donc la droite d^termin^e par ces deux points, ajaut pour öquations: 

*. x^a — j*(^_^^t«— "«^^ r — y^ — 2(c— C) ^^ ^^' 

coupera ä la fois les trois droites A, B, Cs donc pour une certaine va* 
leur de ^ eile sera Tune des g^n^ratrices de Thyperboloide ajant les trois 

■ 

droites u^, B, C pour directrices. Eliminant donc ^ entre les öquations (4.) 
DU entre Tune guelcongue de ces deux öquations et entre celle (2.)y on aura : 

5. (c — c^)yx '\''(z — c)bx — (z — c')ay = 0. 

Cette ^quation exprimera ^videmment une r^Iation entre tous les pointS 
de toutes les g^nöratrices de Thyperboloide qui a les droites Ay B, C^ 
pour directrices 9 ou ce qui est la m^me chose; cette ^quation s^ra celle 
de rhjperboloi'de lui m^me. 

AJettant dans cette ^quation pour ;r et y leurs valeurs correspon- 
dantes tiröes des öquations de la droite D, transposant et d^composant en 
facteurs, on aura: 

6. [ö'4'(c— cO+ö'4— öÄ']z*+[(Ä'm-|.ß'/?iO(c— cO+Ä(i7i— ß'c)— c(/?i'— Ä'c')]2 

+ mm'{c^^c') + nc^m* — bcm = 0, 

ce qui prouve que, gönöralement parlant^ Thyperboloide (3.) sera cebp^, en 
deux points d et d' par la droite D^ et que les deux gen^ratrices de liiy- 
perboloide, qu'on menerait par ces points, resoudront le problöme proposö. 

^. 5. Consid^rons a präsent les cas particnliers. On tire de Nqua- 
tion (6.): 

7 _ [(^^^ + g'^0 (^ — cQ + & f m -> a'c) — g {m'— h'd^ 

2La'6'(c— cO + a'^ — a6'] 

i /"{[(6'/7i+aW)fc-cO + &(m — a'c) — a(m'-fcV)]* \ 
— 2\a'b'{c — c')'^afh^ah'} 

et on peut faire r^läfiTement Ji lä qu'antilö comprise sous le radical les 
trois suppositions sütvantes:'- ' 

23* 
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1) [(b m + a'mO (c — cQ + 4 (m — a'c) — a (m'— Ä'c')]" 

J 2) [(Äm + ß'/wO(c?— cO + Ä(/7i — a'O— ö(^'---*'0]* 

3) [6 zw + ß' mO (c — c') + Ä (/7i — ß'c) —a(m'— 4 V)]« 

Dans le prexnier cas la droite D aera une söcante de Thyperboloide 
et il j aura deux droites qui r&oudront le probl&me; dans Tautre cas la 
droite D sera tangente et il n*7 aura qu'une seule Solution } dans le troi- 
si^me cas les deux valeurs de z seront imaginaires et la droite D n'aura 
aucun point de commun avec Thyperboloide^ oü en d'autres termes^ la So- 
lution du problöme sera impossible« 

* 

§. 6« Si entre les coefficients de l'^quation (6.) on suppose une r^ 
lation teile qu'on ait k la fois: 

mm'{c — cO + öc'm' — hcm = Oj 

on suppose par lä que z a une infinit^ de valeurs, ou que la droite 
D a une infinit^ de points sur l'hjperboloide^ ce qui reut dire en d'au- 
tres termes que cette droite D est enti^rement sur Iliy perboloi'de ^ dono 
les ^quations (8.) expriment les conditions nöc^aires de ce que les qua- 
tre droites Aj B^ Cy D^ soyent sur un möme hjperboloi'de. 

§. 7. Enfin nous ferons remarquer que röquation 

10. o'Ä'Cc— cO + ö'Ä — ÖÄ' = 0, 
peut subsister isolöment, ou bien que les deux ^quations 

[ö/y(c_cO + ö'Ä — ÖÄ' = 0, 

m + ö'wOC^— ^0 — ÄC'^— ö'c) — a(m— Ä'cO = 
peurent avoir lieu en mSme tems. Dans le premier cas une des ra- 
leurs de z sera d^termin^e et Tautre infinie^ dans le second cas toutes 
les deux valeurs de z seront infinies. Pour montrer dairement la diff^ 
rence entre ces deux cas^ il faut se rappeler que par un point donnö 
aur un hjporboloi'de on peut mener deux lignes droites situ^ enti^re- 
ment sur cette surface et que le planr d^termin^ par ces deux droites est 
un plan tangent ä la surface au point donnd. Si dono le point donnd 
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^toit dans Tinfinii les deux droites de la surface^ dont le plan est un plan 
tangent ä I'bjperboloide dans ce point, seroient parallMes entre elles. 

Cela posif il est ais4 de voir que dans les deux sappositions (10.) 
et (11.) il j aura sur Thyperboloide qui a^^ B, C> pour directrices une 
gönöratrice parallele a la droite D^ mais que si dans le premier cas on 
fait passer un plan par la droite D et par sa g^nöratrice parallele, ce 
plan coupera rhyperboloide suivant une autre droite^ dont Tintersection 
avec la droite D sera un point dötermin^j tandis que dans Tautre cas le 
plan passant par la droite D et par sa gönöratrice parall^le^ coupera Thj« 
perboloi'de suivant une autre droite qui sera aussi parallele k la droite D. 
Donc dans la premiire supposition la ligne D quoiqu'elle ait ä une di- 
stance infinie un point commun avec Thyperboloide ^ n'est qu'une Spante 
de cette surface^ tandis que dans la seconde supposition cette droite est 
une asympt6te de la surface^ oü ce qui est la mSme chose^ une des gd« 
neratrices de la surface conique^ asymptotique rölativement ä Thyperbo- 
loide. On se rendra raison d^une maniere encore plus övidente de tous 
ces r^sultats quand on remarque que l'hyperbole qui est I'intersection du 
plan M^ avec lliy perboloi'de^ ayant Ay B^ C, pour directrices (§• 2.)^ peut 
itre remplac^e dans des cas particuliers par un Systeme de deux droites 
dont I'intersection commune sera ou dötermin^e ou dans Tinfini. 
Le 31. Aoüt 1829, i Varsavie. 
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12. 

Über die Existenz der Wurzeln einer höhern Gleichung 

mit einer Unbekannten. 

(Vom Hrn. Adam Bitrg, Professor der bShern STathematik am K. K. polytechnischen 

Institute zu Wien.) 



•mimm 



Jjekanntlich läfst sich das Dasein von wenigstens einer reellen Wurzel, 
in einer Gleichung von ungeraden ^ so wie das Vorhandensein von we- 
nigstens zwei reellen Wurzeln in einer geordneten Gleichung von gera- 
der Ordnung^ deren letztes Glied negativ ist, sehr leicht und einfach 
nachweisen, so dafs es nur darauf ankommt, Gleichungen von gerader 
Ordnung, welche ihr letztes Glied positiv haben, in dieser Beziehung zu 
untersuchen. Da aber solche Gleichungen auch lauter imaginäre Wur- 
zeln haben können, so handelt es sich, wie ebenfalls bekannt, blofs iftar- 
um, zu zeigen, dafs einer solchen Gleichung in jedem Falle ein Geniige 
geschieht, wenn man in ihr die Unbekannte xzi^p-^^q^ — 1 setzt, weil 
unter dieser Form nicht nur jede imaginäre (wenn nämlich p und q 
reelle Gröfsen bedeuten), sondern auch eine jede reelle Wurzel, wenn 
^ = ist, kann dargestellt werden; daher es auch nicht nothwendig ist, 
den Beweis von der Existenz einer Wurzel, welche im Allgemeinen die 
Form /? + 7/' — 1 hat, blofs auf Gleichungen von der letztgenannten Gat- 
tung zu beschränken, sondern es kann dieser, wie es auch sonst geschieht, 
sogleich auf alle Gleichungen ausgedehnt werden. Der allerdings scharf- 
sinnige Beweis, welcher von Herrn Gauchy herrührt, \ind meines Wis- 
sens noch der einzige ist, welcher als genügend angesehen wird, er- 
scheint mir doch keinesweges so einfach, als dafs es nicht wünschens- 
werth sein sollte, dafür einen wenigstens eben so strengen, aber weit 
einfacheren su finden. Irre ich nicht, so hat der nachstehende Beweis^ 
welcher sich auf Gleichungen von gerader Ordnung überhaupt, ohne 
auf das Zeichen des letzten Gliedes Rücksicht zn nehmen, bezieht, diese 
genannte Eigenschaft. 
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1. Der Ordnungs- Exponent N einer jeden Gleichung X^=^0 von 
gerader Ordnung ist immer in der Form enthalten iV = /z • a*", wo n nur 
ungerade^ 772 aber beliebig eihe jede* ganze positive Zahl bezeichnet. 
Transformirt man die gegebene Gleichung in eine andere X=:0 mit 
quadrirten Differenzen^ welche Gleichung wir, der Kürze wegen > die 
erste transformirte Gleichung nennen wollen^ so ist diese ^ wie bekannt, 

von der Ordnung 7^^= ■ ^ ~ ^ =/2.2'^~*(/i.2'~ — l). Wird auch für diese 

Gleichung jene X''s=0, deren "Wurzeln die quadrirten Differenzen der 
Wurzeln der Gleichung X=o sind, oder die zweite transformirte Glei- 
chung gesucht, so ist diese von der Ordnung 

jS*i— iV^ (x-^— 1) _ n.Qr-\n.<2r—l)[n.Qr'-\n.<2r—l)^\\j 
so wie wieder die dritte transformirte Gleichung den Ordnungs-Exponenten 

2 
= n.^'^-\n,Qr—\)[n.V^'\n.Qr—l)—l] {n.Qr'\n.9r—l)[ri.Qr'\n.Qr'-\)—\\—\) 

haben würde, u, s. w. 

Man sieht leicht, dafs die /wie formirte Gleichung X'"^' der qua- 
drirten Differenzen von ungerader Ordnung sein mufs, weil sowohl 
der erste Factor /2.2'^'"=a?, als auch jeder der folgenden, welche sämmt- 
lieh von der Form 2^ — 1 sind, ungerade ist. 

2. Da nun diese wte transformirte Gleichung von ungerader Ord- 
nung ist, also nothwendig wenigstens ^ine reelle Wurzel x^, haben mufs, 
so hat die {m — l)te transformirte Gleichung wenigstens ein Paar Wur- 
^ay ^by für welche a:„=(jr„ — ;r^)*, oder x^ — Xi,==:/'x„ ist. Es wird 
aber dieser Gleichung in jedem Falle^ es mag die reelle Wurzel x^ positiv 
oder negativ sein. Genüge geleistet, wenn man setzt: ar^sP+Q/" — 1, 
:r^ = P,.|-(),V^— 1, weil dann ^r« — or^ = (2^— PJ -]-((?— (?,)/'— 1, also 
von der Form y^-f-J?/* — 1 ist, wo Z? = o wird, wenn ^« positiv ist. 

Da aber, wenn wir nur eine dieser beiden Wurzeln weiter be- 
trachten, die (m — l)te transformirte Gleichung eine Wurzel x^ von 
der Form P-f-Q/* — 1 hat, so giebt es in der (m — 2)ten transformir* 
ten Gleichung ein Paar Wurzeln x'a, x\y für welche wieder ;r^— a:J = 
/"x. = /*(P+ Q/* — 1) sein mufs> und es wird auch dieser Gleichung wie- 
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der genug gethan, wenn man «etat: ar^csP'+Q'/" — 1, *t=/^4*Ä/" — h 
weil x'a — x'i, wieder die Form A'-^B'/'-~-i annimmt^ und bekaDnlUct 
das j^uadrat dieses Binoms ebenfalls Ton derselben Form ist. 

Da aber femer die (m~2)te transformirtd Gleichung auf dies« 
Weise wenigstens eine Wureel «, von der Form i*+P'/'— l hat, so 
mu£i nach demselben Raisonnement die (m — 3)te transformirte GIei< 
ohung wenigstens eine Wursel von der Form P"-\-Q"^ — l sulassen 
u. s. w. , so, dafs man durch dieselben fortgesetzten Schlüsse endlich aui 
die (m— 'm)te transformirte, d. i. auf die ursprüngliche Gleichung X:=o 
selbst zurückkommt, von welcher auf diese Art erwiesen ist, dalä sie 
sofort wenigstens eine Wurzel von der Form ;» + y/' — i haben oder 
eulassen müsse. 
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13. 

Demonstration d'un theor^me d'arlthmetique propose 
dans les annales de mathematiques de Mr. Gergonne, 

tom. XIX. p. 256. 

(Par Mr. J. A. Grunertj prof. des math. Il Brandenbonrg. ) 



Xhäor^me. Tout nombre entier «st diviseur d'un nomlre exprimö par 
une suite de 9 suivis de plusieurs z&ros. 

Demonstration. D^signons par p le nombre donnö, diviseur 

du nombre cherchä 

(X) (jf-i) <jc-«) (0 (o) (0 (r-1) (y) 

Z = 9 9 9. ...990. •..00 
= 9(1 + 10 + 10«+.... + 10*). 10^ = (10*+*— l).ltf'. 

D^composons le nombre donnö p en facteurs premiers de Sorte que 
;? = 2'".5*'.öt'^ß'*y*...., oü a, ß, y, . . . . nesoient nL=29 ni =5. Le nom- 
bre des nombres plus petits que a'^ß^y*. • . . et premiers a ce produit sera 

=.-ß"/....(i-i)(i-i)(.-i).... 

== a^-*(a — i)ß'»-»(ß— i)y*-»(y — 1) .... 

(Legendre Essai sur la th^orie des nombres. See. äd. />. 7.), donc en 
vertu du thöor^me de Format^ g^n^ralisä par Mr. Gaufs {Disguis, 
arithm. p. 80. art. 83.)> si 

x + l = a'»-^(a — i)ß'^^(ß — l)y*-^(y— 1)...., 

la difförence 10*+'— l sera divisible par a'"ß"y*...., 10 et a'^ß'^y*.... 
^tant premiers entre eux suivant Thypoth^se. 

Cela pos^y seit M(ji,v) le plus grand des deuz nombres /^^ t/^ il 
est clair, que l'expression lO^ = 10^^"'*'\ y ötant M(ijl,v), sera toujours 
divisible par le produit 2^.5", et qu'on pourra trouver dans tous les cas 
deuz nombres: 

. X == a'"-'(a--l)ß'^'(ß — l)y^-»(y— 1).... — 1 et y — IU(fi,v) 
tels que 

GrcIU'fl Joumia. d. M. V. Bd. 2. Hft. 24 
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^ (x)(x-i)(x-«) (0(0) (0 (y-OCy) ^ , , V 

Z = 9 9 9. ...9 90.. ..00 = (10^*— 1).1(/ 
seit divisible par le nombre arbitraire donnö p. 

Exemple. ;)=«5'.2*.7.3^ x;=7^6.3^2 — 1 = 11, y = 3, 

Z = 999999999999000 
= /». 95238095238. 
II est aussi clair, que dans ce cas et dans tous les cas semblables on 
peut toujours trouyer un nombre plus petit qui soit divisible par p^ 
car tout nombre de la forme demandee est divisible par 3, donc s'il est 
divisible par 7, il le sera aussi par 3.7 = 21 (Essai sur la theoriedes 
nombres p. 4. 5 ). Donc il n'y a dans ce cas que de supposer 

x = 7^6 — 1 = 5, y=3, Z = 999999000 = /!. 95238. 



mm 
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14. 

Memoire sur la convergence de la serie du binomej 

pour faire suite k la demonstration du theor^me du 

binömCj donnee tome III. de ce joumal, cahier 3., 

page 305. 

(Par r^diteur.) 



lious avoDS prösentö a Tendroit cit6 une demonstration du tb^or^RiG 
du binome, fond^e uniquement sur une ^quation identique, exöcutöe seu- 
lement au moyen de transformations alg^briques, et ind^pendante de 
toute supposition arbitraire. Elle semble ne rien laisser a dösirer pour 
la gön^ralife et la rigueur. Mais ce döveloppement ayant ötä bornii k 
presenter la forme generale de la s^rie et l'expression identique du reste 
compl^mentaire, il s'agit encore de la convergence de la s^rie. Elle 
sera Tobjet de ce qui suit. 

Nous reprendrons l'expression du döveloppement du binome sous la 
forme (15. tome IIL page3o7.), savoir: 

1. (l + ff)* = l*(l + *xß + *a«' + *30'.-. + *„«'•) 

^i> ^*a9 ^3 • • • • ^n etant les coefHciens binomiaux 

h — h if. — Ä^.(A— 1) u _ A(A:-1)(Ä— 2) 

'^i — '^ 9 "'2 — 2 ^ ^ 2*3 • • • • 

\h — ^■(y^-"-i)0 ^- ~2)....a — (71— 1)) 

Si Ton veut sousentendre les racines correspondantes de deuz cdtös 
de r^quation, on peut supprimer le facteur l'^, et Ton aura simplement: 

3. (1 -J. c)* = 1 + k,a + *,<!» + *3ö' -1- ^„c'' 

Ici la quanlitä 

^n ( (1 + a)^(=°)+*- (1 -fa)*(=°) \ 

signifie la //°''' diff^rence des ".:j-l quantites 

24* 
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k » n=i » ik=2 •••• jfc=;; 

et si Ton veut dösigner le reste qui suit le /z -f- 1"' terme de la s^riei saroir 

par R^, on peut ^crire 

6. (l + a)^ — l + k,a + k^a' + k,a^ + .... + k,a'' + Rn^ 
Noas nou8 boraerons aux cas oü Texposant k et la base = l -|* a sont r 6 e 1 8. 

Pour juger de la convergence de la s^rie dans ces cas^ nous em- 
ploierons la möthode de d'Alembert^ savoir de chercher deux söpies 
dont la convergence puisse ötre ddmontr^e et dont l'une ait tou3 les ter- 
me3 plus grands^ Tautre plus petits que la sörie donn^e. 

2. 

Gön^ralement il y a quatre cas. L'exposant Ir et la partie a de 
la base peuvent 6tre positifs ou nögatifs. Si k est positif^ les signes 
des coe£Sciens k^^ k^^ k^ . . . . alternent d^s le m""® coefficient, m ^tant 
le premier nombre entier plus grand que k. Si k est n^gatif , les coef- 
ficiens k^^ k^^ k^ . . . . sont alternativement positifs et n^gatifs des le 
premier terme. Donc les signes des coefficiens binomiaux alternent dans 
tous les cas, au moins ä partir d'une certaine limite. II suit de lä que 
si a est positif^ les termes de la sörie du binome sont alternativement 
positifs et nögatifs dans tous les cas^ au moins a commencer d'une cer- 
taine limite^ et si a est n^gatif^ ils ont tous leurs signes ^gauX| egale- 
ment au moins a partir d'une certaine limite^ qui^ tant que Texposant k 
n'est pas infini^ n*est jamais öloignöe du commencement de la s^rie que 
d'un nombre fini de termes. Donc il n'j a que deux cas a considöreri 
savoir a positif ou a n^gatif. Dans le premier cas on peut toujours 
supposer alternatifs les signes des termes de la sörie et dans le second 
cas ögaux* 

3. 

Seit a negatif et lr„a'* = T„ un terme quelconque de ceux 
dont les signes sont ögaux, la s6rie, ä partir du terme r», que nous pren- 
drons pour le reste R^ (6.), pourra 6tre exprimöe par 

ou bien, si Ton fait 

8. a =s — &, 
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0& 5 Mt positi^ par 

+''('-.^!)(-S-^(-^S--]- 

Foisque n a ötd supposö plus grand que ±.tf ^ + 1 est tou jours plus pe^ 
tit que n+l»! 

1c+l ^ + 1 

Si k est plus grand que —1, toutes les fractions T^ > n+2* 

■■ To » • • • • fiont positives et plus petites que +1^ et la premi^re fraction T^^ 

est plus grande que toutes les autres; donc tous les facteurs b, b% b\ • • • • 
«ont plus petits que 1| et le premier facteur 1 — ^ est plus petit que 

tous les autres} donc la somme de la sörie JRn (ß-) est plus petite que 

la somme 

10. s^=z r^(i + b + b^+^b\...) 

et plus grande que la somme 

11. ,.= ..[.+.(._^J + ..(,_H-^)+«.(,-^)'....l. 

;fc+l Ä:4-l 
Si * est plus petit que — 1, toutes les fractions -nrj» n-i-i ^ 

1c -^ 1 • Je -H 

■ 7^^ , • • . • sont negatives et plus grandes que — 1, et la premi^r^ fraction T^ 

est plus petite que toutes les autres} donc tous les, facteurs de b^ 6% Pj . • .. 

«ont plus grands que +1, et le premier facteur 1 ^Ht est plus grand 

que tous les autres^ donc la somme de la sörie R^ (9.) est plus grande 
que la somme de la sörie (10.) et plus petite que la somme de (11.)* 

Donc Rn est toujours compris entre s^ et s^ quel que seit ky positif 
on n^gatif. 

Mais les sommes s^ et s^ dw söries (10. et 11.) peurent 4tre ex- 
prim^es par 



12. * = T,.£^3j et Sy 



et si Ton d^veloppe oes expressions par la division, on tronre que Ie9 
▼aleurs de leura restes> 4 partir du m*"® terme^ sont: 



13. Tm.3 r et ir. ^ 
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de maniire quo les valeurs ezactes des a^ries (10. et 11.) peurent Mre 

exprlm^es par 

14. s.^r^{i + b + b^+b\...+:^), 



15. 



^.(>+K-^)+'•(-^t-l)'••••+;^!(^^ 



Si Ton Yäut que ces expressions donnent des limites finies de la 
valeur de la sörie pour Rny qui, comme on Ta yU| est toujours comprise 
entre ceOes de s^ et ^3, il faut que lea s^ries (14. et 150 soient conver- 

zentes, c'est ä dire que leurs reste» -j — r et "y soient z&ro 

pour mz=zoo. Cela n'a pas Heu, ä moins que b ne soit respecti dement 

1 
compris entre et l et entre et flut^ «avoir entre et 1 si 

Jt> — 1 et entre et j^ZTif ^^ ^ '^ — ^* 

Si b est renfermö dans ces limiteSi les söries s^ et s^ (14. et 15.) 
seront convergentes, et la somme de la sörie Ä^ (9.) qui est toujours 
comprise entre s^ et ^3 (12.), sera renferm^e entre les limites 

16. ^1-, et ^'' 



oü ce qui est la m6me chose, si = — b est compris entre et — 1, 

1 
k 6tant > — 1, ou entre et 7—7-7 , * ^tant < — l, la somme de 

7! + l 

la Serie jR„ (7.) sera comprise entre les limites 

17. T-^ — et 



>+" .+.(.-y:-i)- 

Si Ton fait /2 = oc9 l^s limites (17.) et celles de a qui sont les condi- 
tions de la convergence des scries s^ et S;^ coi'ncident. 

Les dernieres sont et — 1 pour un k quelconque et les limi- 

tes (17.) rentrent toutes les deux dans t-hT"' D^nc si a est nögatif et 
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compris entre et — 1, la valeur du reste R^ de la s^rie du binorae est 

18. i?n = j^rr po^^ /2 = oo. 
Maintenant pour juger de la convergence de la sörie du bindme^ 
il s'agit de savoir si . /| ■ est nul pour n = oo. 

Le terme t„, comme le fait voir Texpression (9.)> n'est autre 
chose que 

i9. r. = .4j,(._l±|)(._|±-J)(x_i±D.... 4 n„£ai]i 

oü m est arbitraire et jtt = oo et cette valeur do t„ est toujours renfer- 
xnöe entre 

20. r^b" et T„Ä/'(i-|+^y', 

pour un li quelconque. Si A]>^ — 1, ces limites sont övidemment zöro 
toutes les deux, b ötant supposö entre et 1. Donc r^ est n^cessairement 
nul pour /2r=oc, si A> — 1. Si A est <^ — 1,1a seconde limite se prä- 
sente sous la forme r^.Oioo. Donc les limites ne donnent pas la valeur 
de Tx dans ce cas. Pour la trouver, reprenons Texpression A^ä" du terme 

T„, et supposons ä = — , oü c est plus grand que +1, puisque b doit 6tre 

enlre et + 1. Cette expression. de t^,, A ^tant supposö nögatif, savoir 

<; — 1, pourra 4tre pr^sentee sous la forme: 

9. _^ HJc+iXk+2)....(k+V'-2) {i-+v-l)(k+v)iHv+l)....(H7i—i) _p ^f 

^ "^^ — c.2c.3c....(y— l)c • vc.{v+i)c.(v-\'2)c....nc * '* 

OÜ maintenant A est regard^ comme positif et ]>>l. Donnons k v une 
valeur teile que yc>>A + i; — l, par exemple vc = A + i; — 1 + ^ oü e est 
positif, ce qui est toujonrs possible, car il n'y a qu'ä faire 

22. v^^^^-p, 

C l ' 

oü — ZTi ^^^^ toujours un nombre positif et fini, Ä: et c ötant ]>l et 
e positif. Cela pos^ 

23. p ~ A(^-+l)a- + 2)....(A: + 1/— 2) 

c.2c.3c....(i/ — l)c 

sera toujours une quantit^ finie. L'autre facteur Q^ si pour abr^ger Ton 
fait A+i' — l = x, prendra la forme: 

Dans cette expression tous les facteurs sans exception sont <^ i , puis- 
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que X et • sont positifs et c^l« Dono si Ton dösigne par -^ le plus 

grand des facteurs^ Q s^ra moindre que ^— j • Mais p ötant ^ 1, (— ^ 

gera d^ja nul pour nsoo, donc k plus forte raison Q sera nul dans 
ce oas. Donc r« est aussi z&vo dans le cas A^ — i^ a ^tant entre O 
et —1. 

La yaleur de r« ^tant nulle dans tous les cas, et la valeur du 
reste An de la sörie du bindme dans Tinfini, c'est a dire du reste R^f 

^tant i£^ (18.), on voit, en nous r^sumant, que catte s^rie sera tou* 

jours conyergente quel que seit A, si a est compris entre les 
limites et —1. La convergence ne cesse que dös a=: — i^ 
en allant auz valeurs negatives. Si A est ^ — j et a entre O 

et —It et ögalement si A< — l et a entre et ;— rT==^-^ 

la yaleur de la s^rie du bin6me, k partir du terme K^^ sera 
comprise entre les limites 

25. i^ et *-**" 



^ 4. 

Soit a positif et AnO^sr^ un tenne quelconque de ceux dont 
les signes sont alternativement positifs et n^gatifs, la s^rie, k partir du 
terme t„| c'est a dire la valeur du reste i{^ pourra ^tre exprimöe comme 
ci- dessus (7. et 9.) par 

+"*(^-!$l)(-M:4)(-^)(>-^D 
-«'(-m)('-^S(-^)(-^)(-^) 



] 



DU bien, si Ton prend les termes par couples: 
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27. Ä„ = T„[l-«(i— i^) 

+('-»(>-l$J))(»-ä-!)('-^3{-!$-J)(-.^D«' 
. •]. 

Puisque n h ii6 suppos^ ploa grand que ±,k, A-f*l est toujours plus petit 
que /2 + 1. 

Si A est plus grand que — U toutes ies fractions — rr^ -?^» 
fc+1 . . '»+1 «+2' 

i q y .... sont positives et 

^ö- ;^4ri>;rf2^/i-)-3 • • • • ^^' 

29 i_H:l<ri— ^<ri— ^±1 <-•! 

30. .-.{»_H-4)>,_.(,_i±D>.„(._^)....>,_.. 

Donc R^ (36.) est plus petit que la somme de la sörie 

31. s, = T.[l-«(l-^)][l + fl' + ö* + ö^....] 
et plus grand que la s^rie 

,. = T.[v-a + .^+(.-«)(.-^)'.-+(._c)(l-i±{)V....] 
savoir 
32. ,3- r„«^4+T„(l-«)[i+(i-^)V+(i-i±|)V....]. 

Si * est plu» petit que — 1, toutes Ies fractions -nrr» — t-^» 
-^ö) .... sont nögatires et 

^^- ;r+T<H^<«+i • • • • > .1» 

35. i-c(i-i^)<i-.c(i~i±D<i-«(i-^)....<i-a. 

Donc JRn (27.) est plus grand que la somme de la sörie (31.) et plus pe- 
tit que la somme de (320* 

Donc Rn est toujours compris entre s^ et ^3 quel que seit kp positif 
ou n^gatif. 

CrtW$ ioariMl. d. M. V. Bd. 2. Hft 25 ^ 
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Mais les sommes ^set .93 des s^ries (31. et 32.) peuvent dtre exprimöes par 

, ri_„(,_i±')l !_.!;£' 



37. . tf, = T 



et si Ton d^veloppe ces expressions par la diyision, on trouye que les 
Taleurs de leurs restes^ 4 partir des m"*"* termes, sont: 

38. ^ t„"j"'^ et 

de Sorte que. les valeurs exa,ctes des s^ries (40. et 41«) peuvent Stre 
exprim^es par 

40. ,. = r„[i-ö(l-^)][l + ö* + fl*+a«+.... + j^] et 

Si Ton veut que ces expressions donnent des limites finies de la valeur de R^ 
qui^comme on Ta vu, est toujours comprise entre ^9 et Syi\ faut que les s^ries s^ 

et ^3 soient convergentes, c'est ä dire que leurs restes ^^ ^ et r — T, .v^ ■ 

\ n-j-1/ 
soient zöro pour 772 = 00. Cela n'a pas lieu^ k moins que a ne soit re- 

spectivement compris entre et 1 et entre et — rXi» savoir entre 

et 1, si *> — 1, et entre et irn* *^ *< — 1. Si a est ren- 

1—^4=4 



fermä dans ces limites ^ les s^ries ^^ et ^3 (31. et 32.) seront convergen- 



14« Grelle^ *$ur la cpnvergtnct de ta s^rie du hinome. 



VJb 



'Tn-Iir^a == T„(l + ö). 



XeSf et la somme de la sörie £» (27.) puisqu'elie est toujours oompriäe 
entre s^ et s^ ^ sera renfermöe entre les limites (36. et 37.)« 

Si Ton fait nz=ooy les limites (36. et 37.) dei^n et Celles de a^ qui 
sont les conditioQS de la conrergence des s^ries s^^ls^^ coincident. Les 
dernieres sont et 1 pour un k quelconque, et les limites (36. et 37.) 
rentrent toutes les deux daniB 

42. 

Donc si a est positif et compris entre O et -]-^> '^ valeur du reste Rj^ 
de la s^rie du bin6me est 

43. Rn = T„(l + ö) pour /2=oo. 
Mais nous avons vu plus haut que r„ est toujours nul pour /2 = x • 
donc le reste /?„ est ^galement nul dans tous les cas. Donc la s^rie du 
binome sera toujours convergente^ quel que seit k^ si a est 
compris entre les limites et-|~l* La conv^rgence ne cesse 
que des os=-]-i^ en allant aux valeurs positives. Si A: est 
> — 1 et a entre et -J-1, et ögalement si ir<; — i, et a entre o 

Tl + I 



et 



1 — 



-rT= T 9 la valeur de la sörie du bindme« ä partir 



/i + l 



du terme k^a^^ est comprise entre les limites: 



1— a. 



14. 



k,a\ 



n — k 



1— a* 



et *«a". 



M n — kf. A:-4- 1 n — k J\ 



+ !•«+ 



5. 



^-m-' 



Les cas de c = ~i et a = 4-l m^ritent une attention particu- 
lieroi puisque dans ces cas les s^ries s^ et s^y qu'on a choisies pour ser- 
vir de limites de la s^rie du binome^ cesseht d*dtre convergentes et que 
par consequent les ezpressions (25. et 44.) ne donnent plus des limites 
finies pour la sörie du bin6me, ä partir d'un terme quelconque it„a\ 

Nous remarquerons d'abord que, quoique les s^ries s^ et ^3 ne soient 
plus convergentes dans le cas actuel, la valeur de la s^rie du binöme 
sera nöanmoins tpujours comprise entre leurs valeurs respectives, et puis- 
que s^ et ^3 coincident toujours pour /z = cx), l'expression de i2« sera en- 
core la mdme comme ci-dessus (18. et 43.) 9 savoir: 



si 



46. Ä« = Too(l+^) = ÄTflo, 



a = — 1, et 

si ö =3 -}- 1. 

26* 
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Mais ce qui a ätö dit plus haut de la valeur d« Td n'est pliu applicable 

aux cas actuels, puisque par ezemple dans la formule (21.) c n'est plos 

^1, conditioD D^essaire du r^snltat ci'-dessus. XI faut donc recourir ä 

rexpression g^närale de t„. Elle est dansleB cas actuels de a=±l< 

47 * - 4. Mfc-')(t-2)----fc-('— ') 
*/. T„ — „ 1.2.3....« 

Gbtte ezpression donne pour n = oo, co'ome Tob sait^ 

48. T„ = 0, si *> — 1, 49. T„sa=c5c, $i jt< — I, 

Donc si c =— 1, on a en yerlu de (45.): 

50. Ab = g, pour *> — 1 et Ä« = oo, pour *< — i, 
et si a = + 1 , on iiy suivant (46.) 

51. Ä. = 0, poup *> — 1 et Ä, = oo, pour *<; — 1. 
Donc la s^rie 

52. (i + fl)* = i+M+M' + *3o'.... 
est divergente si o = — i et o = + 1, * 6tant < — i, et conrergente si 
a=:-\-l et *>— 1. Si o = — 1 et *> — 1, le probl^me de la conver- 
gence de la särie (52.) est ind^termin^ et ne peut gtre resolu k moins qu'on 
ne connoisse la loi suirant laquelle i -f- <> conrerge vers la limite 0. 

Xies rüsultats que nous venous de trouver diffSrent comme on voit 
en plusieurs points de ceuz qu'on donne ordinairement, surtout en ce qui 
regarde Tapplication de la m^thode das s^ries-limifes au cas oi^ lapartie 
a de la base l-\-a est positive^ et les limites entre lesquelles a doit ^tre 
compris, s'il eziste des limites finies du reste. Cette diffärence des p^ 
sultats semble m^riter l'attention, d'autant plus que l'objet du probl^me 
entre dans les äl^mens. 

En appliquant, comme nousrenons de le faire, la m^thode de dMl ero- 
bert i la recfaerche de la convergence de la s^rie du binöme, I'ezpres- 

sioD g^n^rale du reste du bin5me *„.* — n.A'' V—^ — . "" . ( +''^~ 1V 

n'est pas entr^e en calcuL A l'occasion nous reriendrons ä notre probUme, 
en op^rant directement sur cette expresaion identique. Cela se fera par l'ap- 
plicBtion de la m^thode g^n^rale d'^valuer les restes des s^ries däreloppäes 
suirant les diffi^rences au lieu des diff^rentieUes, mäthode que j'ai pr^ent^e 
dans un memoire lu ä l'Acadt^mie des sciences de Berlin en Janvier 1828. 
Elle s'applique au th^reme g^n^ral de Taylor d'une mani^re semblable ä 
celle qu'a donn^ Mr. Lagrange pour I'ävalualion des restes de la s^rie 
particuliöre de Taylor et qui a ^tä perfectionnöe par Hr. Ampere. 
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15. 

Recherches sur les expressions des puissances des cosinus 
et sinus en cosinus et sinus des arcs multiples, et sur 

les expressions reciproques. 

(Par r^diteur.) 



JL/epuis quelques annöes on a beaucoup discutö les developpements des 
puissances des fonctions angulaires ä exposans quelconques et des cosi- 
nus et sinus des arcs multiples. N^anmoins cette matiere ne semble pas 
encore avoir ötö mise dans tout son jour. Car, d'un cotö les rösultats 
auxquels on est parvenu ne s'accordent pas parfaitement entre euZ| et 
de Tautre cotö^ les recherches par lesquelles on a peut-6tre le xnieux 
approfondi le probl^me^ ne jouissent pas partout de cette clartö et de 
cette Elegante simplicitö qui est le caractere essentiel de la v^rit^. Le 
Probleme n'^tant donc pas ^puis^^ j'esp^re qu'on ne jme blämera de le 
reprendre ioi. Je vais offrir ce que j'ai trouy^ en dlscutant de nouveau 
cet objet. 

I. Expressions des puissances des cosinus et sinus en 

oosinns et sinus des arcs multiples. 

1. 

Puisque (cosx ± iainx) (cosx T i sinx) = 1, i ötant /" — 1, on peut 

6crire r—r-. — au Heu de cosx + /sinx. et par suite cosx ± /sinx 

H -r-r-: — au lieu de 2 cosx. Donc on a: 

■ cosccnrisinx 

(2cosx)'* = (cosx±isinx-| . . . — ) , 

et en vertu du thöoreme du binome 

(2 cos x)*" = (cos X ± />in x)*^-}- m^ (cos x ± i sin x)'^4"'^a (<^o* x ± / sin x)'"-*. • •. ; 
en dösignant les cocfficiens binomiauz par m^, m^^ m^y . ^ , . Mais 
(cosx±/sinx)'^ 6tant ögal ä cos /7ix±isin772X, on a 

(2cosx)'^ = C08/WX + iw,cos(/7i— 2)x + m2Cos(/n — 4)x.... 
±i(8inmx -j- 'W4Sin(/?J— 2)x+ mg sin (/7t — 4)x,.. •) 
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et cos(x4-2/2'7r)^ oü n est un nombre entier quelconque *) , ötant ögal ä 
C08X, Tezpression g^n^rale et compl^te de (^cosx)*^ sera 

1. (2cosa7)'^= cosm(a?+2/i;r)-|-w, co8(m — ^2)(ar+2/i;r)-|-m2Cos(m— 4)(a?+2n;r),.«. 

• • • 

H- I [sin m (a?+2«;r) -j-mx sin (m— 2) (ar+2/i7r)-}-ma sin (m— r4) (a7+2«^) ....]• 

Pour abröger nous indiquerons la premiSre ligne ä droite par Scosm(X'\'2nni) 

et la seconde ligne par /A9sinm(x-f-2/2'7r). On öcriroit pour une autre 

• • • 

valeur de n, par exemple fif ASco8/w(x + 2ft9r) et iSsinm(X'j^2iJL'n), et 

pour /z===0, Scosmx et iS sinnt x. De cette sorte on aura 

2. (2cosx)"' = Jcos(m-{-2/2;T)±iASsinm(x-f-2/2'7r). 

Les formules (l.et2.) repr<^sentent, comme on sait^ toutes les va- 
leurs differentes que (2cosx)'" peut avoir. II s'agit maintenant de r^duire 
et de siniplifier les expressions autant qu'il sera possible^ et de trouver 
les valeurs particulieres, toutes reelles et toutes imaginaires de (2cosx)'^y 
s'il y en a* 

2. 

Nous nous bornerons aux cas ou 772 et x sont r^els. II est vrai 
que les expressions ci-dessus ont ögalement lieu si mdme x et m ötoient 
de la forme gön^rale /'-f-^^'i mais nous laisserons ces cas de cdtö. 

L'exposant m peut etre ou positif ou n^gatif, xnais on peut le 
supposer toujours positif, Car si m eloit negatif^ par ex. m = — ft, il 

nV auroit qu'a developper -; — , oü Texposant fi est positif. 

•^ {2C08JC)* 

La base 2cosx de la puissance (2cosx)'" peut ^tre ögalement posi- 

tive ou negative, suivantque l'arc x tombe entre (2t — i)it et (ir^^)^^ 

ou enlre (2T + |y7r et (2r-f-|)w, mais on peut toujours reduire le cas 
oü 2C0SX est nögatif ä celui oü cette quantitö est positive« Car si x est 
un arc dont le cosinus est n^gatif, x — ir sera un arc dont il est positif 
et de la mSme grandeur. Donc on a pour ce cas 2cosx =-~2cos(x — ^) 
et par suite 

3, (2C0SX)''* = (— i)'^(2cos(x— tt))'". 

*) Toutes Icft fois qu^un poifit sera mis au dessiu d*aDe lettre , ce lera püur indiquer que cette 

lettre doit exprimer un nombre entier quelconque. Par ezeraple n, /«, p, 0,, , exprimeront des 
nombre 5 entiers quelconques. Cett« notation tris simple» ai eile etait generalement adopt^, 
cpar{*neroit beaucoup de muts et perfectiunneroit Tart d'ecrire alg^briquement. 
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Dmm on poTirra appliquer imm^diatement Texpression des puissances r?i 
des Cosinus positifs aux puissances des cosinus negatifs, en öcrivant seu- 
lement x — 'tt au lieu de x et multipliant par ( — !)"*• 

Un arc quelconque x et un autre^ moindre ou plus grand d'un 

■ 

nombre pair quelconque 2t de circonf^rences, ayant toujours pröcisöment 
le m^me cosinus et le möme sinus, on pourra toujours ^ si x est un arc 
plus grand que ceux qui sont compris entre — ^tt et +i'7r, lui substi- 
tuer un de ces derniers, sans diminuer la göneralite des formules. 

En dernier lieu, si x dusigne un arc compris entre — tt et 0, l'arc 
x + l^r sera compris entre — Jtt et +|'7r. Donc Texpression de (acosx)"* 
pour lout arc entre — Jtt et + y'Tr, s'appliquera sur le champ ä celle de 
(2sinx)'" pour tout arc entre — tt et 0, c'est-ä-dire dont le sinus estnö- 
gatifj si Ton y öcrit seulement x-^l'sv au lieu de x et qu'on multiplie 
par ( — l)'^. De la mt^me maniere si x est un arc compris entre et 
TT, l'arc X — ^TT tombera entre — ^tt et +^''^* Donc pour avoir Texpres- 
sion de (^sinx)"" pour les arcs entre et -tt, c'est-a-direponr ceux^ dont 
les sinus sont positifs, il n'y a qu'ä öcrire x — ^^t au lieu de x dans la 
formule qui donne (2cosx)"* pour les arcs entre — -J'Tr et +$w, ou dont 
les cosinus sont positifs* 

II suit de la, que toute la recherche des puissances des cosi- 
nus et sinus pour un exposant et un arc quelconque röels, peut dtre vi- 
duite ä Celle de (2cosx)'" pour un m positif et pour un x compris entre 
— Jtt et +4 'TT. Donc tout ce qui va suivre sera soumis a cette re- 

striction. 

3. 

Soit nzTzfi-^-Vf on a 

C08w(x-|-2/2 7r)±/sinm(x + 272 7r) = 

[cos m (x +2 V w) ± /sin m (x + 2 vii)] [cos2fi^±, isin2mfiTf], 

cos (m — 2) (x + 2 /2 w) dl /sin (m — 2) (x -[- 2 /2 tt) es 

[cos(m— 2)(x+2w) ± /sin(m — 2)(x+2v7r)J [cos2(/w— 2)ji7r ± /sin2(m — 2)fL^], 

cos(m — 4)(x+2/27r)±i8in(m — 4)(x + 2/2'7r) = 

[co8(m — 4)(x+2V7r)±/siii(/7i— 4)(x+2y7r)][cos2(m — 4)fwr±/8in2(/n— 4)ia7r] 
etc.; et puisque 

cos2mft7r = cos2(/7i — 2) [itt s= cos2(m— •4)j[l9r . . . . et 

sin2m [iit = sio2(m— 2)/Eigr =: Äin2(m— •4)ft7r ,. . ., 
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cda donae 4P 

4. (2cosa:)"^Cco82m|L(T±/«iii2mjiT) [*Scosm(«+3iflr)±ii5«inm(x+2vJr)]. 
D'un autre c6t6 si daas la formule (1.) od fait x = 0, ou trouve 

(+2}"=co32mnff(i4-m,-|-m,....)±*8inam/i!rCl + m,+m,....), 
Mais 1 4* '"t 4* '"« • • • • = 2", donc 

5. (+1)" ^ cosamn«" + 'Mnamnff. 
Cela fait Toir que le premier facteur k droite dans (4.) peut 4tre repr^ 
sentö par (+ 1)" parceque n et ft sont arbitraires tous les dtuz. Dono 
on aura 

6. (2C08X)"' = C4-l)'"[«Scos/n(a;4-ai'V)±/iS»inCT(x + 2vT)]. 

4. 
Cela pose, nous remarquerons que toute puissance a^^ dont I'ex- 
posant m et la base a sont r^Is et positifa, peut Stre pr^ent^e was 
la forme 

7. fl-^c+irioi", 

oü jol" d^igneune valeur reelle unique et absolue. Cette ezpressioa re- 
präsente toutes les valeursque a"" peut avoir. Mais eile n'est pas la seule qui 
peut repräsenter a". On peut exprimer cette puissauce ägalement par 

8. 0" = (+ir(p+?'> 

VoyoDS en quoi consiste la diffdrence des deux expressioas (7. et 8.)< Les 

Taleurs differentes de (4-^)'" °at^ comme on sait et comme le fait Toir 

I'expression ($.), la propri^tö que, l'uae quelconque d'entre elles dtant d^ 

signee par et, les autres sont a% a,\ et* . . . . if a, a.' . . , . Donc en 

multipliant (-f- 1}"* par une puissanoe quelconque entiere de et, on repro- 

duira toujours toutes les valeurs de cette quantite. C'est le cas de la 

formule (8>)' Dans cette formule la quantitö \a\" de l'ezpression (7.) est 

multiplie par une putssance entiere quelconque de ». C'est pourquoi le 

facteur de lij" j paroit sous la forme p±.fi. En effet cette quautitä 

n'est autre chose que 

9. /» + ?/■= |«|'".(+l)^ 

Mais il y a une autre diffärence entre les deux expressions (7. et 8.). La 

quantitö (+1)" P®"t avoir toujours une Taleur toute r^Ue, car n dans 

2x4-1 
(5.) peut 6tre ägal ä z^ro, et si m est tel que 2mn puisse 6tre = — ^~, 

eile peut ausst avoir deux raleurs toutes imaginaires. Maintenant en 
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vertu de «'" = (+ 1)**!«!**, la puissance a"* doit avoir ä$;a1ement des va*' 
leurs toutes reelles ou toutes iinaginaires> puisque jal*^ est röel^ et ces 
valeurs particulieres doivent dtre exprimöes ögaleraent par les deux for- 
mules (7. et 8.)- La diff^rence de ces formules est, que dang (8.) les va- 
leurs toutes reelles ou toutes imaginaires de (+})'^ ne seront pas ne- 
cessairement combinöes avec des valeurs semblables de p±.^is les va- 
leurs particulieres de (-f- 1)'^ seront plutdt combinäes avec des valeurs 
de p±.gi de cette dernii^re forme, et il faudra des valeurs de (+1)'^ de 
la forme P:!jiQi, cpmbin^es avec des valeurs de p±,^i de cette forme, 
pour donner les valeurs toutes reelles ou toutes imaginaires de a^^ £n 
effet, Fej^pression (8.) n'^tant autre chose que 

10, o"? = (+ir(|ör-a^)^ 
on voit que la valeur otP de (+ 1)'^ qui est toute reelle ne peut donner 
la valeur toute röelle de a"^. Elle en donne la valeur a^laj*" qui est de 
la forme P'\'9h Ce n*est que la valeur cT^ de C+l)**, qui produit la 
valeur particuliere, et cette valeur oT^ est eile m^me de la forme p-^'^L 
Dans la formule (7.) au contraire les valeurs toutes reelles ou toutes 
imaginaires de (+1)'^ dpnnent ^avssi nöcessaireinent celles de a'" de 

cette forme» 

5. 

La formule (6.) präsente la puissance (Scosx)*^ sous la forme (8.), 

et c'est ^videmtnent le nombre arbitraire y qui produit la multiplicitö 

des valeurs du second facteur k droite. Si donc on veut connoltre les 

valeurs toutes reelles ou toutes imaginaires de (2cosx)"' et notamment 

les tirer de Celles de (+ 1)'^» il faut cheroher 4 r^dqire la forme de Fex- 

pression (6.) ä celle de (7.)^ c'est- ä-dire^ il faut soumettre Texpression 

(6.) ä la condition que les valeurs toutes reelles ou toutes imaginaires 

de (4*^)'^ doivent comporter les valeurs semblables de (2cos;r)'^. 

En vertu de cette condition on aura 

■ 

11. iSsinm(x-f-2v^) = 0, 
car si iSsinm(X'\'2V7F) n'ötoit pas zöro^ cette quantitö se combineroit 
avec les valeurs toutes reelles ou toutes imaginaires de {J^ i)*^ et pro- 
düiroit une partie imaginaire dans le premier et une partie röelle dans 
le tecond cas, qui^ suivant rhypothöse^ ne doivent point exister, 
L'expression de (2cosx)'" (6.) se röduit donc k 

12. (acosx)'* = (4-i)"**Scosiw(x4-2yV). 

Cr^XWt Jonrnjl. d. M. V. Bd. 2. Hft. 26 ^ 
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6. 
Maintenant il s'agit de chercher U valeur du nombre arbitraire v 
poür laquelle la quantitö S8inm(x^2V7r) peut 6tre z6ro. Cette valenr 
de V donnera ensuite celle qui convient au facteur ÄSco8w(x-f-2v'7r) (12.)- 

En döveloppant les deux quantites S8inm(x-{'2v7r) et Scosm(x-\'2v'7t)y 
on trouve: 

13. Ssinm(x'\'2vit) = cos2mv7r Ssinmx^ sin2mv7r Scosmx etc., 
. • • • 

14. aco8m(x-j-2V'7r) = co82mvr^ Soosmx — sin2mv7r Ssinmx. 

Puisque la premi^re de ces quantites doit Stre nulle, on tire de T^qua- 
tion (13.) 

ID. tan£2/7?i/^ = — 3 s= i 7 ^r — p -. — .. 

Dans cette ^quation la quantit^ tang^my^ ä gauche est discontinue, 
puisque V ne peut Stre qu'un nombre entier. Elle ne peut varier que 

par intervalles. Au contraire la guaatitö — ^ ä droite est conti- 

nue, et si eile varie avec x, cela ne peut se faire qu*insensiblement. 
II suit de cette contradiction que la quantitä a droite est invariable 
et que parcons^quent celle ä gauche le doit ^tre ögalement, c'est-a-dire 

qu*une seule et m^me valeur de v doit convenir ögalement. a toutes les 

valeurs diff^rentes de x, ou qu'au moins v ne peut avpir d'autres valeurs 

que Celles qui donnent une seule ou m^rae valeur -4 tang*2i;ip;r, ou ce 

qui est la mSme chose, ä sec2/7iV7r ou bien ä ^os 2mvT et Sin2mv7r* 

On tirera la xnSme conclusion de T^quation (12.). * Dana cette öqiia- 

tionla quantifä (2 cos x)'" ä gauche est continue et celle Scosm(x-\'2v'7f) 

est en partie discontinue. et ne varie que par intervalles, si v change 

de valeur, puisque dans ce cas cos2mv'n et sin 2^mun' ne conservent pas 
la mdme grandeurj comme le fait voir rezpression (14.). 

• • ■ /• . ■ ■ * 

Puisque les mSmes valeurs de cos 2m y^ et sin2mvT conviennent 
a toutes les valeurs difförentes de x, on pourra choisir indiff^iremment 

une valeur quelconque de x pour frouver Celles de cos2i7iyT et sin2i7fif;r. 
Choisissons la valeur zirb de x, parceque nous pourrons-. troa^er pour 

cette valeur celle de V. Si Ton fait x = 0, on a <Ssinmx = o et 



% 
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De lä on tire 



Scosmx = 1+ mj+ '^• + *--» = ^'"> donc en vertu de röquatxon (14.): 
*Sc08(x+5iv^) = co82/nV5r.2'^, et en vertu de celle (12.): 

16. cos2mv7r = l. 

C'est la valeur chetch^e de coamv^. Elle donne 8in2mvT = 0, et puls 
en vertu des, ^quations (13. et 14.): 

17. = 6t sin 771 X et 

18. 5co«/72(x+2i/%r) =s SQo$mx4 

8. 
En introduisant Texpression (18.) dans celle (12.)^ on aura 

, ^ , ,. 19. (2C0SX)'* = (+i)'*5cos/7ix, 

cest-a-dire ^ ^ vi/ 9 

20. (2cosx)'^ = 

(COS2/72/2;r + /sin2772/2^)[cOS/Wx4-J724C0S(^ 2) X + 771« QOS (W 4)x«...], 

oü n est un nombre entier arbitraire. 

Voilä rexpressioD complete cherch^e de (2cosx)'^. Conjointement avec 
cette expression il subsistera toujours T^quation (17.), c'est ä dire requation^ 
21. 8inmx'^m^sin(m — 2)x4-mg8in(m — 4)x.... = o, 

Le« öquations (20. et 21.) supposent X cpmpris entre — ^tt et +{T. 

. . - - • 

Si X est compris entre (2t — i)n' et (2r+^;r), il faut öcrire x — 2t au 

lieu de x dans les deux ^quations. Si x est compris entre -f"?'"^ ^^ 
-}- 1^9 c'est k dire si cosx est n^gatif, il n'y a qu'a öcrirex — ff au Ireü' 
de X et ä xnultiplier par ( — l)*^ comme nous Tavons • fait voir (§« 2.)* 
Donc on a pour les cosinus n^gatifs: 

22. (2co8a:)'" = (— l)'"[cosm(x— ;r)-f-'n2 cos(in-^2)(a? — ^)-f-maC08(m->— 4)(a? — fr)....], 
ou bien 

23. (2 cos x)** = (cos2 m (n + 1) t± /sin 2 m (« + l) zr) 

X [cosiw(x — tt) + /Tij cos (m — 2)(x — ^)^m^cos(im — 4)(x — »•)..•.]» 
L*^quation (21.) est dans oe caa 

24. sin m (x — jr) + m^sin (m — 2)(3b— jr) + /WgSin (m — 4) (x—^) . . . . = 0. 
Pour les puissances des sinus on aura en vertu de (§• 2.) pour les ainutposififs 
25. (2sina?)'~= ; 

(t(i»2mitf( + i8in3mit5r)[co8m(Jt-*-|n)4^ifis cos('m**i2)(«>— J^r)-^*«! C08(inK4)(a>-4*)««-3 
et pour les sinus D^gatifs i 

26» 
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26. (2siiijr)'»=(co82m(n + l);r + i8in2iiilii4-l)is) 

X [cosm (a?+ f fi)-j-m, cos(m — 2) (a7+ J ;r) + '»«a cos (m — 4) («3P+ J ;r) . . . .]. 

10. 

En döveloppant T^quation (21.) on troure: 

— m^coBmx8in2x — m^coarhx sink x •'.•.) * 

et de lä: 

07 foMd>»M'v — m, 8in2jc«t*7 WaSin4x«4*yW|8in 6x..>. 

Cette ^quatlon aura lieu pour une valeur quelconque de x, comprise en- 
tre — |t et +{t. 

Puisque la quantitö »in ot ;r + zw» sin (/7i— 2) ^r + ma sin (tti — 4)^.«.. 
est invariable et nulle^ leurs diff^rentieiles le seront ögalement« Cela donne : 

Imcosmx-^m^ (m — 2) cos (m —2) x-^m^ (m — 4) cos (m— 4) j: • • . • = o, 
m^ sin mx-^m^^m — 2)*sin(/w — 2)x+m^(m — 4)"sin(/n — 4)j?....=p, 

et gönöralement : 

29, m^^sin mx + m^ (jti— 2)^*sin (m— 2):p + ma(m — 4)*^5in (m—t)x « • • • =0, 
et 

30. m*^^cosmx+m/^m — 2)*^'co»(m~2)a:+m,(m— 4)*^cos(m— 4>c....=:0. 
De Ik on tire^ en d^veloppant: 

f%f ^ _ mt(m — 2)^sin2x^m^(m — 4)»^8in4jc*|-m|(m— >6)**8in6ar,... 

m*^+'«x(»»*— 2)«'co82a?+ma(m— 4)«'co84a:+iii,(m— 6)«»C086x. ... 

iii,(m — 2)«H-»ain2ar+ma(m— 2)»^»8m4a?.... 

L'öquation (32.) donne , en supposant x s= : 

33. TO«^* + m,(m— 2)*^* + /w,(m —4)*^ . . • . = 0, 
pour une valeur quelconque positive de m. 



IL Expressions des oosinus et sinus des arcs maltiples en 
puissances des cosinus et sinus des aros simples» 

11. 
* La formule 

34. cosm^ + zsinmo; = (cosx + isinxy 
a lieu, comme on sai^ pour un m et un x quelconques. Mais nous nous 
bornerons comme ci« deasus aux cas oii x et m sont r^els. 
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Puisque cosx = co«(x + 2ät) et sinx = sin(x-f"2/2;r), la for- 
mule (34.) donne 

35. cos/w(a;-f-2/2zr)±8in/7i(r4"2/2a-) ss (cos^±/»ind:)'", 

et il s'agit de trouver les expressions de cosmx et ainmx en puissaa- 

ces de cosx et Bin^, 

12. 

Nou8 remarquerona d'abord qu'on pourra toujours ramener les cas 

oü^coSir ou sin:r est nögatif ä ceux oü les cosinus et sinus sont posir 

tifs. Car ai x est ud arc dont I9 cosinus ou le sinus est nögatif, le 

cosinus ou le sinus de ^ — TT sera positif, et on aura 

36. cosmx = cosm(;r — ;r) cos wir — sinm(^ — ;r)sin/wT, 

37. sinmj?= sinm(;r — n)cosmz''\^cosm(x — ;r)8inm'7r, 

et Ton pourra appliquer immödiatement k ces formules les expressions 
qu^on aura trouvöes pour les cosinus et sinus positifs^ 

Les cas des m n^gatifs se r^duisent sur le champ ä ceux de m 
positifsy car. cos — mx=i cosmx, et sin^-772x=: — sinmx. 

On pourra donc toujours supposer cosx, sinx et m positifs. 

13. 
Mettons la formule (35.) sous la forme 

cosm(x'\'Ü,nn')±.tsinm(x + 2n7r) = (cosx)'"(i±/tangx)'*, ou bien 

cosm(x + 2^^)±'sinm(x + 2Air) = |cosx|'*(+ l)'"(l±i tangx)"*: 

Duisque ^ • w • . . . 

'^ (+1) == cos2/7iv;r±/sin2mv;r, 

on aura 

• * - • • 

38. cos/w(x+Sl/2ir)±/sinm(x+2/2T)==:|co8x|'"(cos2mv»'±/sin2/wv'ff)(ldl''tgx)'^ 
£n döveloppant le dernier facteur ä droite^ on trouve 

39. cosm(X'{'2n7r)±.isinm(x'\-2nn') =Icosx|'"(cos2?wi/;r±/sin2iwvT) 

X fl — /Wgtang:p* + /?i4tangx* — /Wßtangx^.,.."] 
L— '(^^i^Äng^c — m3tangx'^-m5tangx^...)J 
et en multipliant les deux derniers facteurs ä droite: 

40. cos/w(x4-5l^3r)±isinm(x+2/i;r) 



;|cosx| 



m 



cos2myT — /7i^sin2/7iyTtangx — //iaC0s2mv;rtangx* 

-{-i723sin2myTtangx^4''^4COs2my^tangx^.... 
±i(**o*''^*'^ + ^iC0S2iwv*tangx — 77i,sin2/7iy;rtaQgx* 

— mJCos^/7ly«'tangx^ + m4sin2/^y«'taDgx^.•.> 
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Puisque les parties reelles et les parties imaginaires de cette formule 

doivent Stre ögales söparöment, on en tire: 

• • • • 

41. coa w (x + 2 /2 ;r) = jcosx|'"(cos2mi'w — misin^mv^tangx 

• • • 

— TWft cos 2/72 v;r fang x* + m3 sin 2m i/'7rtangx'+W4C0s2i72VTtangx*.,,.), 

421 6inm(x + 2/2T) c= |cosx|"'(sin2mv^4-mjCos2mvTtangx 

— mtt8in2myTtangaß* — m^cos2mvn't8Lngx^^mj^Bin2mv'utangx*....). 

U s'agit maintenant de trouyer les valeurs de v qtii conviennent a une 

Taleur dbnnöe de n. Pour cel.a nous remarquerons que les formules (41. 
et 42.) ont etä soumises ä la condition que cosx seit positif. Donc pour 

trouver v, on y pourroit faire xs=2r7rf. car en vertu de la condition 
ätablie^lea valeürs dex doivent dtre comprises entre (27*-*4)^ ®^ (^^~t*4}^f 

et d'ailleurs il est clair, que pour uidie valeur d^terminöia de n, oxx plut6t 

• ' . • ".' ' • • 

de cos2mvir et' sin^mvTTf et pour une valeur donnöe de r, il ne peut 

convenir qu'une seule et m^me valeur de y ä tous les x compris entre 

(2t — i)7r et (2r + J)^; car sans cela la quanlitö k droite varieroit par 
intervalles, pendant que celle a gauche varie sutvant la loi de la conti- 

nuite, ce qui est impossible. Mais Ja valeur 2rT de x no donneroit pas 

explicitement la valeur correspondante de Vf comme cela est facile ä voir. 

II faut supposer t = si Ton veut la trouver, c'est a dire x=0, et 
cela est permis, car on ne diminue pas la g^nöralitö des formules en 

^criVant seulement 2n^ au heu de 2r^ + 2/2ir. Mais il y a a remar- 
quer qu'en supposant x = 0, on röduit les formules a n'dtre dösormaia 
applicables qu'aux cas oü x est renfermö entre les limites — |5r et +1^. 

La supposition x = 0, faite dans les formules (41. et 42.), donne: 

.. • • • 

43. : cos2m>z^ s= cos277iV7r et sm2mn7r = sin277iv;r, 

donc on a 

44. cosm (2? + 2/2t) e= |cosar|'"[co«a/?2/2T — /7i^8in2;77;z^tangar 

• • • 

— /W3Cos2J72 72Ttangap' + 77i,sin2TO/2;rtangx^4"'^4Cos2m72;rtangx*....]y 

* • . ■ 

45. «in3pj(x + 2/2^) s= |cosa:j'^[sin3/WÄ^ + /7iiCOS2w/2;rtang:x 

• * • . • 

j — rn Mkk^ynnT t^ngx^ — m, 0082/72 /2rtanga;^-f^4^in^^^^tanga;^...], 

OÜ 72 estT'arbitraire. £a supposaüt )9 e=:0, on « 
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'46. C09/WX t= jeosx|''(l^--mj|tiing3J*+^4tan|;x*r— m6täagx®...0, 
47. sin/TTx ±= |co»x|*(mtanga? — /Watangx^ + TTistangx*....). 

Voilä les expressions complötes des cosinus et des sinus des arcs 
multiples en pfuissances de/ cosinus et sinus des arcs simples^ 'Ces for- 
znules sont soumises k la condhiön que x soit comprisr entre --^l-^r et 
4-J^ et que m soit röel et positif. 

Puisque cosmx ä la xn^me valeur pour un rr positif ou nögatif 
de la mSme grandeur, et que sinmx= — sinmx^ si x est nögatif^ il 
faut que les forimiles (46. et 47.) se reproduisent^ au signe pr^s^ si Ton y 
met — X au lieu de 4"^- C*est ce qui a effectirement lieu comme il 
est facile de voir. 

'l4. 
Mais les r^sultats (46. et 47.) sout encore soumis ä une autre re- 
striction. Car .en examinant le döveloppement gön^ral (39.) on verra 
saiis peine, que la s^rie a droite cesse d'Stre convergente, si tangx est 
plus grand que l'uniti. Donc, passö x = ±|t, les expressions (46. et 47.) 
ne sont plus hors de doute. II faut donc borner leur application aux arcs 
compris entre — \7t et +t^ ®^ ^^ s'agit de trouver d'autres formules 
pour les arcs plus grands. 

Cela se fera comxne suit: 

1. Si X est un arc entre \7r et f«, Tarc x — Jw sera compris entre 
— i^ et +1:^1 et les expressions (46. et 47.) seront applicables ä ce der- 
nier arc. Puisque 

48. cos(a?— Jzr) = +sinx et tang(a7 — \7t) == — cotx, 
les formules (46. et 47.) donneront 

icosm(,x-^i7r) = |+sinx|'"(l — /W4Cotx' + /W4Cotx*....) et 
isinm(x— i^) = — H-sinx|'"(7//aC0tx— /Wjcotx*....). 

Mais 

ioosmx = cos77i(a?— |T)cos|77ir + 8in/w(a: — 4^)«inimT, et 
sinmx = sinm^x — J;r)cosl/W'7r + cosm(x — 4T)8ini7WT, 

donc dans ce cas 

51. cosmx = |+sinx|"*[+cos$/7i'7r(l — maCOta?*+7W4Cotx*....) 

— sin4'W7r(772jC0tx — /Wjcotx^....)]. 
52/ sin/T^x == |+sinap|*[— cos$mflr(/?i»cota?— /Ai3C0txV>..) 

— ütk\mit{\ — TO^cotx*+^''>4JW)t/c*....)]. . 
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. IL Si Tarcx tombe entre ^T et fr, faro x-— r sera oompris entre 
«— |;r et +7^> ^o^<^ <^^ P^^t '^ serrlr des formales (46. et 47.), 
On a 

53. cos(x — TT) = — cosx et tang(x — ^) = +tangx, 
donc en vertu des formules (46. et 47.): 

g* lcosm(x — TT) = I — cosxI'^(i — mgtangx* + OT4tangx*....) et 

f8ipm(x — TT) = I — co5x|'^(/nitangx — mjtangx^...). 
Mais 

g- IcosTTix = cosm(x — ^)cos/n^-i*fiii^^(^*~^)six^^7 et 
{sinmx =s 8inm(x — n')oosmn''^cosm(x—"7s)sinm7ri 
donc : 

56. coswx = I — cosxI'^[oos/w;r(l — iw.tangx* + m4tangx*..f), 

-^8inm'7r(/7i^taDgx — m3tangx^ •...)] et 

57. sin777x= j — cosx|'''[cosm;r(in^tangx — m^tangx^....) 

— Binm7r(l — /Watangx* + m4tangx*....)] 
dans ce cas. 

III. Si l'arc X tombe entre f ^ et J^, l'arc x — iir sera oompris 
entre — f ^r et + J;r, donc les formules (46. et 47.) conviendront k ce demier. 

On a 

58. cos(x — iz) = — sinx et tang(x — Ir) =? — cotx, 

donc en vertu des formules (46. et 47.): 

rg icoBm(x — Itt) = + | — sinx|'"(l — m«cotx' + '^4Cotx*....) 

f8inm(x — 4t) = — I — 8inx|'"(/njC0tx — /Wjcotx^....). 
Mais 
^j^ JCOS772X = coam(x — 4t)cos|7/2T-^ sin/72(x — |T)8in|/77T et 

(sin//2x == sinm(x — iT)cos|m;r — co8m(x — |7r)sinJmT, 
donc 

61. cosmx = |-^sinx|'"[+cosJ/7i;r(l— /WaCotx^-f-w^cota?*....) 

— sin|mT(/n,cotx — mj cot ac* . • . .)] et 

62. sinmx = | — sinx|'"[ — cos|/n7r(/w,cotar — TWjCOtx^....) 

— sin|mT(l — 77i4COt»* + 7/i4COta?*....)] 
dans öe cas. 

IV. Si Taro x tombe entre ^tt et2^ Tarc x — 2^ sera compris entre 
-— j:;r et O*, donc les formules (46. et 47.) seront applicables a ce dernier. 

On a 
63. cos(ar — 2;r) = + ^^^ ^t taDg(ar— 3ff) = -|* t^^g^i 
donc en vertu des formules (46* et 470:. 



16. Crelle^ recherches sur {coBx)^ et {tAns/f)^ ei sur eosmx ei smmx» 209 

g* lco«m(Ä— •2»') = |+co«x|"*(l— iii.tangx*4-'W4tang»*..,.) et 

\sinm(X'—2ir) = |+cosx|'^(injtangx — mj tang x^ • • •)• 
Mais 
gc icosmx = cosm(x — 2n')oo82m^ '^ sinm(x — 27r)sin2mir et 

fsinmx = slnm(x — 2^)cos2mT^^cosm(x^^27r)siu2m7r, 
donc 

66, cosmx = |+co8xI'^[co82m:T(l — m. tang x* + 7714 lang x*....) 

+ 8in2m^(/7i,tangx — twj lang x^ . . .)] et 

67. sinmx = H-cosx|'~[cos27w;r(//iitangx — 7w,tangx\...) 

— Bin2/7JT(1. — /Tijtangx^+m^tangx*.. ..)J 
dans ce cas. ^ 

V. Si Tarc x est plus grand qu'un antra compris antra et 27, 

d'un nombre 2» de civconf^rences» Tarc X'—2nir sera compris entre 
et 2;r; donc Tune ou Tautre des formules ci dessus lui sera applicable. 
En supposant pour abr^ger: 

68. 1 — 777atangx* + m4tangx*....=Pi, Witangx— OT3tangx^... = QJ, 

69. 1 — m^ cot X* + m^ cotx*.... = P«, Tw^cotx — ^3 cot x' .... = ft, 
les formules trouv^es donnent les suivantes: 

^ j Icosmx = | + cosx|'*P^, 

\8inmx = |+cosx|'"C>4, 

pour les arcs entre et f ttj' 

jj icosmx = + | + sinxj"'[+P,cos4my— ^^sinjmrj, 
(sinmx = — |4-sinx|'"[+A»inT^5r + ()aC0s|mT], 
pour les arcs entre ^T et f ^; 
jjj (cosmx = +1 — cosx|'"[+P,cosm^-f-0,sinmT],' 

70. fsinmx = — | — cosx|'*[+P,sinm»' — QjCosmr], 
pour les arcs entre ^T et f ^j 
jy Icosmx = +1 — sinx|'"[+P.cos|m;r— OaSin^mr], 

Isinmx == — | — sinx|'^[+P,8in|m7r+ ftcos|m7r], 
pour les arcs entre ^ir et J^j 

-• Icosmx = | + cosx|'"[+PiCOs2m;r + (),sin2mT], 
(sinmx = |+cosxj'^[— PiSin2mT+ (?,cos2mT], 
Vpour les arcs entre J^ et 2y. 
Maintenant on a: 

lcos(x — 2nT) s=5 +c^«^^ tang(x — 2nn') 5= +tAng3:i 
7t 



!cos(x — 2nT] 
8in(x — 2«^, 



-) = -f-sinXy cot (« — 2«3r) ts -f'<>^t^ 

Crrlle*! Jounul d. M. V. Bd. 2. Hft. 27 
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72. 



III. 
73. < - 



II. 



donc les quantit^s P^, Qt, P,, Q» et les facteurf (±005x1** et j+ainx!"* 
sont les mdmes pour les arcs x et pour les arcs x — 2at. On a en second lieu : 
cosmx = co8;72(x — 2n7r)co82mn7r -i- sinnt (x — 2nv)sin2mn^ et 

• * • • • 

sinmx ras 8inm(x — 2n7r)cos2mn^ -^cosm^x — 2n^)s\n2mnT. 

Donc ai dans ces derni^res formules on substitue au lieu de co8m(x — 2nir) 
et sinm(x — 2n^\ les ezpressions ci-des3U8 de cosmx et sinmx, on trouve : 

/ icosmxs H-cosirp[PjCOs2/7i/ijr+ Q^sm2mn7r\f 
8in7wx=|+co8x|"'[C)jCOs2m72^ — P^s\ik2mnir\j 

cosmx=i | + sinx|"*[(PaCos|m7r — Q^B\nlm7r)cos2mn^ 

^^ • 

— (Pa8in^7w;r+QaC08{m5r)8in2m7iT], 
|+8ina:j'"[ — (Pa8in^m«'+(),co8i/?i;r)co82m/i«' 
— (Pgcos J 771^ — Qasin { m n')sin2mn^]y 
-co8x|'" [(Pj cosm ^ -f- Qj sin m;ar) C0S2/7I HT» 

— (P^sinmT — Q,co5mT)sin2m^T]9 
• cos ap| '^ [ — (P^ sin m ;r-r- Qi cos m ;r) cos 2 m 77 ;r 

— (Pi cos m »"4- Q, sin 771 t) sin 2m /««•], 
-sinar|'"[(PaCos|mT — C>aSin|mT)cos2mAT 

— (PaSin|mT+C^«cos|m;r)sin2m72;r], 
I — sinar|'^[ — (P^sin JmT+C>aCos5m;r)cos2m/iV 

— (PaCosJmw — QaSin jmT)sin2m/i;r]9 

J+cosx|'"[(PiCOs2m»'+()j8in2mT)cos2m/i«' 

+ ( — PiSin2m«'+QiCos2m;r)sin2m;2;r], 

(+cosir|"*[( — ^PiSin2m^ + OiCOs2mT)cos2m/i»' 

— (PjC0s2m^ + QiSin2m;r) sin2mn^]. 
Cela donne, en r^duisant: 

!cosmdP= |+cosx|~[+P4COS2m/2;r+ QiSin2m72 7r], 
sinma;=5 |+cosxj'~[+ Q^cos2m;2T — P^sin2mnn'], 

m • m 

74. Jpour les arcs entre 2n7r et (2/i + ^)Ti 

[cosmar==| + sinx|"'[4-PaCOS(2/2 + i)m5r — Q^s\n(2n'{-i)mr]y 

|4.sinar('"[ — (^aC0s(2/2 + |)m«' — P.sin(2/i + 4)mT], 
pour les arcs entre (2/i + J)t et (2/1 + 1)^; 



Isinmx 



cosmx = I 



Isinm^ss I 



'cosmx =5 I 



IV. 



sm m X 



cosmx 



V. 



sinmx 



(cos mx^=i 
fsinmops 
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111. } . 

fsi: 



74.^ 



cosm« = j— cos3r|'"t+ P.cos (an + i)myr+0,$in (2.7 + l)mTj, 

sif) m ar s= I — cos d;| " [+ Q. cos (2 /i 4- 1) m T ~ P, sin (2 A + 1) m r], 
pour les arcs entre (2/i + ^)t et (2Ä-f-|)5rj 

^^ jC08Wa: = l— «inx|»[+P,cos(2n + 4)!r— (?,»in(2A + |)T], 

* Isinwiajsss |— 8inx|"[— (>,cos(2« + |)a'— P,sin(2n + |)T], 
pour les «res entre (aA-f-l)»" et (2* + J)3rj 

icos»iar= j + co8«|'"[4-P,cos2(n + 1)«' + Q,sin2(«4- 1)»-], 
fsinmxss |+C08ar(*[-f ()jC082(/i+l)5r — P»8in2(/2-f-l);r], 
Vpour les arcs entre (272 + J);r et 2 (/i + !)«•• 

Si a; est n^gatif, P^^ Q^, sinx et sinmx changent de signeSy mais 
P^f Qif 008 X et cos 771 ar conservent les leurs} donc on trouve dans ce cas: 

' icosmopss j + cosap|'^[4-P^cos2/n72»*-f-QjSin2/w/2»'], 

fsin mar = | + cosjr|"*[ — ()» cos27w /i5r + PiSin2/n/iar], 

pour les arcs entre — 2nn' et — (2/i + J)5rj 

jcos/72x = | — sinjrj'^[ — PgCOs(2ii + {)/7iT+QaSin(2/2-f-T)^5ar]f 
' isinmx^^ \ — sinx|'"[ — C^«cos(2/i + 4)/?i7r — JP8sin(2/2 +i)//iTj, 
pour les arcs entre — (2/2 + ?)5r et — (2/2 + D^r} 

Icosma? = I — cosarj'* [+P,cos(2/2 + 1) mT + (>i sin (2/2 + !)»•], 
' ]8in/wx=I — cosx|'^[— ()i00s(2/i + l)/n^ + PjSin(2/2 + i);rJ, 
pour les arcs entre — (2« + ^)»* et — (2«+^)a"j 

ico87wxs= j+sinafl^C— P,cos(2« + !)»•+ <?,sin(2n + |)T], 
' lsin/nx=|+sin«|"[— C>.cos(2/J + !)«•— Pa sin (2« + Dar], 

pour les arcs entre — (2/i + i)^ et — (2/2 4-i)«'J 

Jco8/7ij:= |-f-cosjr|'*[+PjCOS2(/2+l)T+(?iSin2(Ä+i)ar], 

* Jöin/7?x=| + cosjr|'"[— (>»C0d2(/i+l)T + P,sin2(/i+l)^]. 
jpour les arcs entre — (2/i + J)»* et 2(/2+l)»*. 

Les formules (74.) offrent le tableau complet des ezpresslons des 
Cosinus et sinus des arcs multiples positifs, et Celles (75.) le tableau 
des expressioos des cosinus et sinus des arcs multiples nögatifs. 
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15J 

En passant nous ferons remarquer les formulea Buirantes^ qu'on 

tire aisöment des expressions ci-deasus. En quarrant le5 ezpressions cor- 
respondantes de coamx et ainmXf et ajoutant les quarr^s^ on troure re- 
Bpectiremetit 

76. \secx\^ = P'. + Ql et |co8ec«|»^ = F^ + Ql, 
c'est- k - dire : ^ 

77. jsecx|*'"=(i — OT,tangx*+m4tangxi*....)*+ (Wjtangx — m3tangx'.,,.)% 
pour les arcs entre ± 2/27r et ± (2n + J) tt, entre ± (2^ + ^) -w et ± (oJx + 1) « 
et entre ±(2/2 + |)'2r et ±2(/2 + l)7r, et 

78. |coaecx|*'"= (i — /WaC0tx* + m4C0tx*.,..)*+(WiC0tx — mjcotx'....)* 

pour les arcs entre ±(2« + J)« et ±(a/2 + |)'"^> et entre ±(2/2-f.|)wet 
±(a/i + })7r 

Si X s= ± ^TT y ou X ssz ±i ^Tfy on a tangx =s cotx = l et 
secx = cosecx=: /*2^ donc ce cas donne: 

79. QT = (1— /77a4- 7714. ...)•+ (/w, — /nj+m5.t..)% 
pour un m quelconque röel et positif« 

Les formules (46. et 47.) donnent s^paröment: 
80. (1 — 7W,+ ^4 •..•)*= ^'"(cos \ m ii)% (m, — 7713+ m^ ....y =1 a'X^ia \ m it)\ 

On peut tirer encore d'autres expressions remarquables des formu« 
les (74. et 75.) 9 en calculant les valeurs de cosmx* — sin/7ix*s=scos2i7ix, 
et de 2cosmxsini7ix=ssin2/7ix. Nous ne nous y arr^terons pas. 

16. 

Les formules (74. et 75. , §-14.) expriment coamx et sinmx par 
les Cosinus et les sinus de Tarc x mSme. Si Ton veut y introduire un 
arc X compris entre — ^nt et 'jri'^f auquel les formules (46. et 47.) sont 
applicables, on trouvera les expressions suirantes: 

I. Pour X m^me compris entre — ^v et -('7'^ ^^ formules (46.^ 
47. et 68.) donnent : 

81. cos/n X = |cosxj'*P et sinmx = jcosxI'"Q, 
oü 

82. P=l—m,tangx*+'W4 tangx* — •••• et Q=m. tangx — /Tjjtangx^...., 
X ^tant dösormais toujours compris entre — -f'Tr et -i*i''^» ®^ "^^ quanti- 
tös Pt et Qx ^tant dösignees simplement par P et dans ce cas. 

IL Si Tarc donn^ tombe entre (2/i — J)« et (2/i + J)w ou entre 
( — 2n — D^jp et (— 2/z^J)'7r, on pourra Texprimer par x±2/iw. Mais 
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lcosni(x±,2nii) = co$mxco82mn'n -k- Binmxsinimn'nj 

od* { • • • 

fsinm(x±2727r) =s 8inmxco52/7i/2'7r±co5i7ix5in2mii^, 
donc: 

fcosTO(x±2/2w) = Icosxf"" [P COS 2m 71 TT hP Qsinimnis]^ 
sinm(x±L2nir) = \cosx\'^[QQos2mnip ±,Psin2mn7f]. 

III. Si Tarc donnä tombe entre (2/i±^)'ä' et (2/i±|)7r, ou entre 
• • • 

(— 2/z±J)7r et ( — 2/i±|)'2r, on pourra rexprimer par x±(2/i + 4)w, 

et Ton troure d'une mani^re semblable: 

icos77i(x±(272 4-T)'^) ■=Icosx|'"[Pco8W(2^ + ¥)^+0wn^(2'2+4)'7r], 
f8in77i(x±(2/2 4-i)'7r)===|cosx|'"[(?cosm(2/i + 4)'"^±^sinw(2«+T)^]- 

IV. Si Tarc donnö tombe entre (2/2±f)w et (2/2±|)gr, ou entre 

( — 2^±|)'jr et ( — 2/2±|)9r, on pourra rexprimer par x±(2Ä+l)'ir, et 

on aura: 

Icos/w (x±(2ii + 1) «) = Icoaxl"* [Poosm (2n +i)or -h QBinm{2n'{'l)if]p 
86* { • • • 

fsin m (x±(2n + l)9r) = |cos xl** [() cos TW (2/2 +1) 'jr ± Psin //i (2/2 +l)'7r]. 

• • 

V. Si Tarc donnö tombe entre (2n±,^)7^ et (2/2±|.)7r, ou entre 

( — 2r2±,^)7f et (— 2/2±J)'ir, on pourra Texprimer par x± (2/2 + 1)'», et 
Ton aura: 

iC08/72(x±(2/2-f-|)^)=sIC08xh[PC0S 172(2/2+ DTPHlQsin 771 (2/2 4- |)^]> 

87. ) • • • 

f3in/n(x±(2/2 + |)'7r)=|C0Sx|'"[Qc08 772(2/2+ |)w±P8in/72(2/2 + |)'7r]. 

Le8 quatre coupIe8 de formules (84. 85. 86. 87.) embrassent tous lea cas, 
et il ne s'j präsente que cos x et les quantitös P et Q (ß2.), prises toutes 
les trois pour une yaleur de x comprise entre — I'TT et +^^* 

17. 
Lessöries trouvöes ci-dessus pour cosmx et sinmx vont en crois- 
sant suivant les puissances ascendentes des tangentes et des co- 
tangentes de Taro x. On peut demander dess^ries qui aillent suivant 
les puissances ascendentes ou descendantes des Cosinus^ et des 
sin US. Cherchons ces s^ries, s'il en existe. 

D'abord nous remarquerons qu'il ne s'agit que des söries: 
pjv 4P = 1 — I7rj|tangx^ + m4tangx^«««« et 
^^' , fo= m.tanr«-m3tang«' + »,.tang«».... 
pour un X entre — ^t et ^iv^ oar k l'aide de ces s^ries on peut, 
comme nous Tavons tu (§• 160> exprimer ooamx et sinm^ dans tous les cas. 



214 15. Grelle^ rickerohes mr (cot^r)^ H {üaxy^ et sur cobuix m sinittx* 

18. 
Lm exprMsioos (46. et 47.) donneott 

\ ■ • €08 JP^ ' * C08X^ * ^ CQtJP* / 

1 

Four plu8 de simplicitö nous rtods öcril coso;'" au lieu de |cosx|'^; la va- 
leur absolue ou toute reelle |cosar|'^ de (cosx)"* est sous-entendue. La 
forme des expressions (89. et 90.) semble annoncer que cosmx et sinmx 
peuvent ^tre exprimös bous cette forme: 

91. coamx = a^coax^ + ÄgCosx*'^ + a^cosx'*^ • • • • 

92. sinmx = sinx(ÄjCos«'^* + ÄgCOSx'^'+*3^*^"*«*»0» 
CherchoDS les co&*fficiens a^p a^ • # • • b^f b^ • • • • 

£d döveloppant les expressions (89. et 90.)^ od trouve: 

93. cosTOx BÄ cos^(i-}-m.+ /»♦+ ^0+ ^8+ w„..».) 

•i-cosx'^* (m.+5l|/W4-|-3ime + 4im8 + 5im^,..0 

•J-cosx"*^ ( + m4+3gm6 + 4gm8+5a^io«-«0 

— cosx'""* ( + /Wü + 4,m8-f-53m„....) 

+ cos:c*"* ( m8+54mio....) 

94. — : =» cos^~*(m, + 77i5-f- W5+ /W7+ ^^9+ m,....0 

sin *t* 

— cosä'^^( /?ij + 2,m54-3jm7 + 4,m9 + 5jm„....) 
+ cos«''''^( lW4 4-3ftm7 + 4gmQ + 5ft/?ijj.»..) 

+ cosjr"*'^( /W9 + 54mjj.,«,). 

Cela posäy seit z une variable quelconque^ on a; 

U((l+Ä*r + (1 — x*D = l+/72.z + /n4Ä•+/WöZ^... et 

«•>• j,((l + .i)--Cl-^*)-) ^ 

Si dans ce3 expressions on fait z= 1, les s^ries ä droite donnent les coefiiciens 

.* ■ • 

de cos«** dans cosma? et de cosx'""* dans ', '^^ (93. et 94.), et il est ais6 de 

voir que si Ton prend les diff^rentielles du premier ordre et des ordres 
su^Yans des expressions (95.), qu'on j fait z^asi, et qii'oii les divise suc- 
cessivement par 1) 2j 3.2; 4.3.2 etc., elles donneront iaS coefficiens de 
tosx"*-% cosor"*"^ etc. de (93. et 94 )i Mais an^voil en mäme teois que 
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les difförentielles des parties (1 — z*)*" et ^ ~^ des expressions (95.) 

conserrent toujours la quantit^ l — z^ comme facteur^ et cette quantite 
est nulle pour x = l, tant que leur exposant est positif. Donc pour trou- 
▼er les coefficiens de (93. et 94.) ^ il np s'agit que dea difförentielles des 

premiöres parties (1 + ^*)'* ©t "^^ ^ des expressians (95.)- Seit 
i{l-\-zT = P et lli^ = 7, on a dp=.^!^^^±^\ et cela fait voir 

que dp donne f^, si, apr^s avoir diris^ par 777 et multiplii par Si^ on y met 
m au Heu de m — 1. Donc aussi d^p, B^p^ B*p etc. donneront dif^ d^f • • • • 
sous la mSme condition^ et il ne s'agit que des diffdrentielles de p. Puisque 

'' I. (2z^-{-2z)dp ssmp, donc 

(z~^-{-2)dp -^ (2z^-\-2z)d*p=iTndpf on hitn 
II. (2z*+2z)ö«/»s=(37i — 2— z-»)a/», et d6 I& 

(z-»4-2)e«/>+(2x*+2z)ö>=^x-*a;» + (m— 2— 4r»)aV, ou bien 
96.^111. (2z*+2z)e> = (m— 4— 2z-»)av+4z-*ap, et de Ü 

(z-»+2)aV»+ (2z»+2z)d*;» = z-id*p + (/w— 4— 2z-»)a>— o »~*^/» 

+ 5i-5 a> » et de la 

IV. (2z*+2z)a*^=(m— 6— 3*-*)a'/»+4z-*av— ^,z-4a;», 

etc. 

I 

Si dans ces formules on fait x=ly elles donnent: 

'I. /» — ,z — a , 



97. 



IL a;» = 2.2 ~ '».2'"-', 
2'ö';!>s=(/» — 3)5/?, dooo 

III. öV= m.(m — 3)2"*-*, 

2» a> = (m — 6) a> + 13/» = w (»71 — 3) (/w — 6) 2"^ + wi . 2"-* 
zstm(m — 4)(m — 5)2*""*, donc: 

IV. d^pz=m(m —4) (m — 5) 2"-', 

2«a*;> = (/w— 9) a> + | öV — M^P 

= m (/7i— 4)(/7i— 5)(/7i— 9) 2"-'+ 3w (m— 3)2"-«— 3ot 2"-% 
V. d*p =r m (/7i — 5) (m — .6) (/w —7) 2"-», 
etc. 

et delä on tire en vertu de la relnarque ci-dessus^ savoir: qu'apr^s avoir 
diris^ par m et multipliö par 2, il faut mettre m au lieu de m — i dans 
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dp, d*p . , , , 



f 



IL df r= (m— a)a"-», 

98. .(ra. d^f = (m— 3) (»1—4)2"^, 

IIV. d'f «= ('w— *)('" — 5)(/n— 6)ft 
etc. 
En introduisant ces expressions dans (93. et 94.)» on trouTe 

99. 2co8mx = (2 cos x)*" — /w (2 cos *)"-• + '"^"""^^ (2 cos a;)"-* 

100. sinmx = sin ^ 1(2 cos ^)"*"* — (m — 2) (2 cos o')'""'^ 

+ ^"-^y"— ^\ 2cosxr-»- <"-^>^";,73^^('"-^> (2cosxr^...]. 

Voila des expressions de cosmx et sinm^r dela forme (91. et 92.), 
c'est ä dire k puissances descendantes de cosx. Mais il faut bien tvoir 
aitention qae ces expressions n*OQt pas Heu si m n'est un nombre en- 
tier. Car si m ^toit une fraction ou irrationnel, la quantitö (1 — q;^)**" 
dans (9S.)> ^n diff^rentiant ces formales, entreroit dans le dönomina« 
teur» d^s la n^ difförentiation , si par exemple m est plus petit que 
riy donc si Ton y faisoit xssl, on auroit des valeurs infinies pourtous 
les coefficiensy passö le n — 1"% Donc les söries (91. et 92.) sont diyer- 
gentes toutes les fois que m n'est un nombre entier, c'est ä dire, elles 
ne subsistent que dans ce dernier cas. 

19, 
D'ailleurs si Ton suppose que m soit un nombre entier^ on peut 
irourer avec moins de peine les coefficiens de (91. et 92.) de la maniere 
suivante. D'abord les formules (74. et 75.) fönt voir que dans ce cas les 
expressions de cosmx et sinm:r peuvent avoir effectivement la forme 
(91. et 92.) pour une valeur quelconque de x. Car si m est entier, une 
des deux parties du second facteur ä droite dans les formules (74. et 73.) 
s'evanouit dans tous les cas et il ne reste que la secondej donc en sub- 
stituant les valeurs de P,, P^y Q,, ft (68. 69.), les formules prendront 

la forme: 

101 \^^^^^ = ±cosx'"(l — nj^tangT"^ -^^ m^iangx* . . . .\ 
(sinm» = + cosx'"(mjtang3C -— /Wstangx'e • • •), 
ou Celle -ci: 
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^2 icosmx =P ± Bin x*(l — m^cotosP 4*^4001»* ....)> 
fflinmx SS + sinx'^CWjCotaf — m^oot7?\ • • .), 
et cela fait voir que le^ expressions de cosmx et sinmx peuvent avoir 
toojourü la forme (91. et 92« )• Dono on peut aupposer indiff^remment^ 
pour une valeur quelconque de x: 

103 1^^*''' * = ^»^^^ ^'* + a«cosx'*** + flfjcosx*^ • • • • et - 
{«in m x = sin X (ä» cos x"^* + ä, cos x*^^ + A3 cos x"^* ••..)• 
Cela posö^ on trouvoi en diff^rentiant la premi^re de ces formales: 
l()4.m8inmx=/7iö^cosa^*sinx+(m-Hl)öaCosj:'^sinx+(/n— 4)C3C0S 

et en difförentiant Celle -ci: 

105. m^cosmx=ima ^cosx"^ +(/n— a)flr.cosx'^ +(m— 4)ö3Cos«'^ • • » • 

^^m(m — l)flrjC0sa:'*^8ina[!* — (m — 2Xm—3)a^coßx'^ainx^ 
, . •_ (m— 4)(//2— 5) Ö3 cos x"^ sin a^ • • • • 

106. m* co8»n X = (m + 7n (m — l)) a, cosx"* 

+ [(m — a + (m— 2) (7/1—3)) a« — ' ^ (^w— l) ^ J cos o?'"-* 

4- [(7M — 4 + (w— 4) (m— 5)) aj — (7/1—2) (m—3) J cos x'"' * 

+ [(y^ _ 6 + (771—6) (7/1—7)) «4 — (m— 4) (/a— 5) a,] cos x'^ 

En ^galant cette expression de tti^costtix ä celle que fournit la premi^re 
des ^quations (103.) , savoir k 

1 07. 7/1* cos mx ^= 771'' a^ cos x*" + 7/1* a^ cos x*^* + 7/1* a^ cos pc*""* • • . . , 
on trouvera les valeurs des coefficiens cii, o^^ o^ • • • •i car puisque 
les suppositions (103.) qu'on a faiteSy sont admissibles pour une valeur 
quelconque de x, il est permis de supposer aussi cosa^ssO, comme 
cela est toujours n^cessaire^ si Ton veut tirer d'une s^rie^ ^galöe ä une 
autre, les coefficiens indöterminös qu'elle renferme. 

Nous reiparquerons en parenthese, que dans les cas d'un m frac- 
tionnaire ou irrationniel^ les expressions des cosjnx et simnXf qui peu* 
vent prendre la forme (103.) sont borni^es aus valeurs de jt cojnprises 
entre ±(2t — ^)w et l!:(2T-i-i)7i^> c'est ä dire i Celles auxquelles con- 
viennent les formules (74. I. III. V. et 75. I. III. V0> Par les autres ex^ 
pressions (74. II. IV. et 75. IL IV.) ne peuvent pas prendre la forme (103.) 
a cause du facteur ]sinx|'^ qui^ d^velopp^^ n*a pas des termes de la forme 
Jcosxl'". Mais si X est compris entre ±(97 — J)w et ±(2r-[-^)ir, sa 
valeur ne peut pas s'övunouirf dono on ne peut pas se seryir du d^veloppe- 
ment actuel des coefficiens dans ce cas (103.)* Nous revenons a notre objet 
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hea coefficiens dcf cosrr^^ cobj:"*^ etc. dans les deuz ^uations 
(106. et 107.) ötant ögauz^ on trouve 

|(m— 2)'flra — m(m — l)flrj r=s m^a^f 
108. ((m— 4)»Ä3— (m— 2)(m — 3)flrg = m*a,, 
'(m — 6)'flr4 — (m — 4)(m — 5)0, s= m'a«^ 



Ce5 öquations donnent: 



^2 = — -j-fl^if 

— m — 3 ^ ^^_^ , 7n(m — 3) 

109. ^"^^ "" 8~ • ~ ^ 2» ^*^ 

_ (m-4)(m-5) _ m(m-4)(m-5) ^ 

^* 12(m-3) ''^— 2'73 ^*' 

etc. 

Le prämier cocfficient a^ reste ind^termin^, mais on le tire immödiate^ 
ment de cos m x exprimö sous la forme (89.)- U est 1 -(- ^ + ^^ ~h ''^ • • * • 
et cette quantitö est comme on sait^ sa*^^ (97.1.). Donc on a: 

110. 2 cos nix = (acosx)'* — m(2cosx)"*~* 

+ !!il!pJ)(acosx)^^ 

et r^quation (104.) donne: 

111. sinmx = sin x j (2 cos x)"*"* — (m — 2)(2cosx)''*^ 

Ces expressioDS s*accordent avec Celles (103. et 104.) ci-dessus, et 

elles ont lieu pour tout m entier positif et pour un x quelconque. 

20. 

Les ^quations fondamentales (101. et 102.) donnent aussi sur le 

cbamp les expressions connues de cosmj: et sinmx de la forme 

112 |<50Smr = flTjCOS«'* +flraCOS«^*sina:* + flr3Cosaf""*sin«*«..» 

jsinmx =(ÄiCOS«^*+Ä.cosx'""'sin«'+*5COS«'""*sina:*....)sinx. 

Nous ne nous y arrdterons pas. 

21. 

On peut aussi chercher des expressions de la forme: 

l|o Icosmx =s(ajSin«^*4-«aSin«'*^cosa:'..*.)codJP, et 

Isinmx = jSiSinx* +ßaSinj:''*^cosai^.... 
ou 



\ 



I 
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114 IcMm« = »^sing^ +«* sin «^* coax* + «3 sin «""^coa «*••.. 

)sin7nx ==(ßi8inx^\^ß^Bina^coBa^^ßiSinx^cosx\...)coBX. 
Mais les ezpressions(113.)9 de möme que Celles (112«| 110. et 111.)» 
ne subsistent que pour un m entier positif. Car les valeura de x^ pour les» 
quelles les exppessions g^nörales (74* et 75.) pourroient prendre cette forme 

& cause des facteurs (cosx|'" et |sinx)"*y sont compris entre ±(2r±7)«r 

• • • 

et ±(2r±f)7r et entre ±(ar±|)w et ±(2r±J)9r, et de toutes ces va- 
leura de X aucune n'a z6ro pour sinus« 

22. 
G^nöraleoient les expressions (74. et 75.1. ULY.) et (74. II. IV*) 
ont respectivement las formes: 

fsin mx] ^ ^ ' cos a?* ' " cos or* / 

'* \ ^cosx coso?' /J 

4 Iß (cos 7/1 X) . mF /, COSa?* , C09X* \ 

Mais cosjs'^i quel que soit m, peut ötre döyelopp^ suivant les puis- 
sances ascendantes des sinus, et sinx'^ suivant celles des cosinus. 
Done cosrnx et sinmx peuvent prendre la forme d'une isirie qui va en 
croissant suivant les puissances, respectivement de sinr et de cosx; c'est 
ä dire on peut supposer pour un m quelconque 

117 iööS7nx = flro+ a^sina: -f- aasinx' + flTsSinx' + •• •• 
Jsin mx = ä^ + b^sinx + A^sina;* + Äasinx^-f- #• •• 

dans les cas (74. et 75. I. IIL et V.) et 

118 icosmx =:: »q'\' »iCOBx -{- o^^cosx^ -{^ et^cosa? . . .9 
# IsiuTnj: = ßo-jrßiCosx -{-ß^cosx^-^-ß^coBX^ m.m • 

dans les cas (74. et 75* IL et IV. ), et il s'agit de trouver les valeurs de 
coefBciens indötermin^s de ces s^ries. 

En difförentiant la premi&re des söries (117.)^ on a: 
119. '-^7n.sin7nx=^a^coBX'\-2a^sinxco8X'\'3a^Binx^cosX'\-ia4Bina?COBX.*.. 
et en difförentiant de nouveau, on trouve:» 

— w*cosmjps= — a^^in^p— aa^sinx* — 3 assinrc'— -4ff4sina^-— Sffssina^«..« 
-f*2e7aCOsa;*-l-3.2.a3sinxcosa^-i*^«3*^4^^°^^^^^^**l*^«^*^6siua^cos:r*...« 
DU bleu: 



K 
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Ell ögälant cette expression k celle 

121 . m* cos mx ^im^a^'^- m^Oj^ sin x + m^a^ sin «• + m'aj sin «'+ m*a4 sin «* 

que fournit la premiäre ^es äquations (117. ), on trouve: 



I22J 



m^a. 



— 2a^f 



m' 



dono 08=— ^flf^, 



m'c, = öj~-3.2.flr3, donc 03=»— 
m^a^=z 4a^ — i.S.a^^ donc ^4=— 



m» — 1 






m'c. 



OflTj — 5Aa5 9 donc «4= 



'_ m« — 9 



m'a4=:16c4*— -6.5«aa^ donc or^ 



4,5 



«3=15 + 



m* — 16 
ö76" 



2.3.4 *•<>> 
(m»-l)(m>--9) 

2.3.4.5' ^* 
in»(m»--^)(m»— 16) 
2.3.4.5.6 



'o> 



ou la loi de la formation des coefficiens est facile a saisir. Les deux 
Premiers coefficiens a^ et a^ y qu'on n'a pas trouvös, peuvent 6tre tir^s des 
^quations (117« 119.). En effet sinar est zöro pour x:s=i±:7iff et x peut 
aToir cette valeur dans les cas (74. et 75« 1. III. V. ) pour lesquels les snp- 
positions (117.) ont ^te faites. Donc en supposant x^=^±,rif, la premi^re 
^quation (117.) et celle (119.) donnent: 



a 



123. 



öx = — m. 



COSrUTTI^f 

sin mm 



costn 



m 

±msinmT»f 



Selon que r est impair ou pair. 

En introduisant les raleurs trouv^es des co&'ffioiens dans (117. et 
119.), on a: 

124. coS7nr=i= 

cosmr^(l— ^sinx*+-^3-^sinx^ \.—^\^—^sin^\...) 

. . • / . m*— 1 . , , (jn»— l)(m*— 9) • 5 \ 

+ sinrnr-TT^sm« ^^sinar + i: — 34 5 — ^ «in «....), 

125. sinma:s= 

cos?/iT7r^m'sina?— — ^^-^ — ^sinar+ — ^ — ITai •sina>*.«t.^cosx 

±SinmT'3r^l 5 — sina?* + ^ 234 '^^^^ jcosor. 
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Ges formuIeS' ont Heu pour les arcs compris entre ±(r — |)^ et 
(r^-i)^* U reste k chercher les raleurs des coefficiens »09 ^19 ^if - * * ' 
ß^9 ßi9 ßi •••• dos öquations (118.)» Si Ton y öcril |^Hhi:, la forme des 
^quations (118.) rentre dans Celle des expressions (117.) j donc les ^qua- 
tions qui donnent ces coefficiens coincideront avec celles (132.)« Seule- 
ment les valeurs des deux premiers coefficiens a^ et a^ difföreront de 
Oo et a^. EUes seront: 

126. |*° ~ co$7n(r±i)7f et 

I«, = m±msin?n(T±|)'ir, 
donc on aura: 

127. cosmx = 
cosm(T±5).r(l--^cosx"4~3i-3^cosx^ 2.3.4 5.6 ' ^0«^-) 

±sinm(T±4)7r^cosiC JT^ ^ ^ — 2 3 4 5 — '^^^ ••••}> 

128, flinmj? = 

/•^iN / 2 ni»(m*--4)_^\ 'm*(in*-4)(m»-.l6) 6 \L.«^ 

cos m (r ± J) »• [m^ cos a: ^^-3 — - cos arH ^ ^ 3^ \^ ^cosx^... ) cosx 

— • /'^TN /. m*— 1 ^ « , (m«— l)(m»— 9) ^ \ 

-|.sinm(T±i)^^l 2 — cosx'+^-: — ^ 3 4 ^ cos «*.... j cos x 

Ces formules conviendront aux caa o« Farc x est compris entre 
4.(t4.^)v et ±(r + |)« et entre ±(r+jf)7r et ±(r+J)9r. 

Voila un tableau ä peu pres complet des points essentiels du da- 
veloppement des puissances des cosinus et sinus des arcs simples en cp- 
sinus et sinus des arcs multiples, et des expressions r^ciproques. Les rö- 
sultats qu*on vient de trouver diff&rent comme on voit essentiellement 
de ceux auxquels on parvient ordinairement* Nöanmoins ils ne semblent 
pas 6tre döfectueux. Les döveloppemens des fonctions angulaires sont dei 
ces parties de Tanalyse qui appartiennent .au± öl^mens, et il semble dtre 
de toute n^cessitö et de la plus grande importanc^ de peser in^branla- 
blemeiA les prinoipes et lefi thöorimes surtout dans leiT ölömens, et de 
les ^laircir parfaitementj cär on ne peut pas aller en avant avec süretö 
sana avoir bien posö le fondemena. Donc il seroit beaucoüp a disirer, que 
les g^mitres ^air^, et surtout ceux qui autrefois ce sont crdimp^s iei 
prebKmes que nous venoris de traltery voulussent bien aocorder leur atten«^ 
tiein aux rematt[«eftfii->desauafet faire con noltre teniirV ^bjedtiiilirsy 'srnj'cftiai 
Berlin le 15. Septembre 1829. 
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16. 

Aufgabe« 



«HM»i 



JDekanntlich läfst sich, wenn fx eine beliebige Fanction der Veränder- 
lichen GröTse :& bezeichnet^ und X und ^r^-^ zwei um a von einander ver- 
schiedene Werthe von X sind, /(^"f*^) durch folgende Reihe ausdrücken. 

^^^ _^ a(a-.)(a-2.)....(a-(n-l).) ^„^^ ^_ ^ ^ 

wo « willkürlich ist, und A/jt, A*/^ etc. die Differenzen von fx nach 
e Yon den verschiedenen Ordnungen bedeuten, nemlich so, dafs A/x = 

/(«^+0— A» ^•A=/(*+20~2/(* + e)+A e^c. ist: ;;j 

Nun läfst sich aber aucjli. die nemliche GröTse /(x + a) auf fol- .J 
wo -^^, -5-zr" • • ♦ • die Differentiale von /x von den . yer^cbiedenen 



Ordnungen sin^> •„ '^t-.ip» .. • ' ":i'.-M^r'-»i r-j ; ir«i ♦•iNtwil' 

Da nun 4i* tfiftMbtialrrJ^^ -^ »-.'ii* iit«k«r AMiHili^d, 

als — =^, — ;-—— • • • • für « gleich Null, so müfste die erste Reihe in 

die zweite übergehen, wenn man darin s = setzt. Man sieht aber 
nicht I auf welche Weise noth wendig a{a — ^)(a — 2s)....(a — {n — l)ff) 
gleich p" ist für /z=:ao} denn wenn man z. B. das willkürliche t. gleich 

■ ^ . setzt, was auch Null ist für /zssoo, so ist der letzte Factor in 

a(a — i){a — 20'«*«(^ — (^ — 1)0 nicht il, sondern Null, und das Pro- 
duct kann aUo nicht a" sein, so dafs es scheint, es müsse aufser der Be-> 
dingung ssso noch eine andere Bedingnbg für diese Grö£ie erfüllt wer- 
den, damit die Differenzen von /x in die Differentiak übergehen. 

Die Aufgabe wäre, diesen Umstand zu erläutern und auf eioabe* 
friedigende Weise zu. zeigen, wie die zweite Reihe aus der ersten in 
aller Strenge hergeleitet werden könne. Dien Nachweisung ist zu wün- 
schen, ^eil die obigen Reihen die Grund -^ Formeln eines groIsen.Theileii 
der Änaijsis sind. 
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17. 

Du mouvement d^un coips sur un plan fixe, quand on 

a egard ä la rdsistance du frottement, et qu'on ne 

suppose qu^un seul point de contact. 

(Par Mr. A. Ap Courrtot, Dr. lÄs sciences a Farijs.) 
(Saite da memoire No^ 9. cab. prec^d^) 



1. I-Jösignons, comme dans le N^ 1. du Memoire N^ 9. cah. preced., par 
M la masse du corps, et par A, B, C, ses moments d'inertie relatifs aus 
axes des x', y% z^' par ^^ n, ^ les coordonnöes suivant les meines axes 
du point de contaot entre Je corps et le plan fixe; par«! ß, y les coor« 
donnees du centre de gravitä rapport^es aux axes des x, y^ z, fixes dans 
Tespace, le plan fixe ^tant pris pour celui des xys par p^ tjfy r les com- 
posantes du mouvement de rptation suivant les axes principaux des x' 
y\ %U par X^ ^9 Z^ les composantes suivant les axes des X| y^ ?^ de la 
r(^sultante des forces continues qui soUicitent le corps; par L^, M^ N' les 
sommes des moments de ces Forces^ estim^s relativ.ement aux aj^es des 
x', y'j "zf^ par K la r^sistance du plan fixe^ ou iä pression gu'il Supporte 
au point de contact D^signons en outre par / la r^sistance due au frot- 
tement^ (jui s'exerce en sens contraire de la vitesse du point de contact; 
et par f^y f^y les composantes de cette resistance suivant les axes des 
Xy y. Faisons enfin 

a = coszx^ b a= coszy' c 5= coszz^» 
flfj = cosxx', b^ = cosxy', r, = cosxz', 
Car=? cosyx', ^93= cosyy', ^« = cosyz' 
On aurai pour les six öquations du mouvement: 

1. M^^X'^f,, M^^r+A, M^^Z+Rs 
>^ + («?-ß)yr=3:L'+n(Äc+M4./.cO~^(fiA+/,A.+/.iJ, 
2- {ß^ + (^-0;»rorM'+^(Äfl+/.ö.+/.«^-$(Äc+/.c.+/.cO, 

Cr*\\t'$ Jottrnil d. M. V. Bd. 3. Hfk 29 
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Les quantitös/^y ^, n a, b, cj a^^ etc. pouvant s'exprimer en fonction 
de trois angles Q, (p, \l^, ainsi qu'on le trouye expliquö dans les trait^s de 
möcanique, ces siz ^quations ne renferment implicitement que neuf in- 
connues a, ß, y; 9, (p, %//j Ä, /», y., dont il faudrait obtenir la Taleur en 
fonction du temps t. Mais d'abord, au moyen de ce que la yitesse du 
point (^f fj, ^) suivant les z, doit Stre dötruite par la rösistance du plan, 
on aura (P'm^m. N^7.): 

et comme la Variation infiniment petite de cette vitesse, due a I'action 
des Forces continues pendant I'instant dty doit pareillement dtre dötruite, 
on aura^ en diff^rentiant Töquation prec^dente: 

" Y dt "^^ dt "^ dt 

Maintenant deux cas se pr^sentent, Selon que la rösistance due au 
frottement, sera ou ne sera pas süffisante pour anöantir la vitesse du point 
(l> '') parallälement au plan fixe. Dans le premier cas il est clair 
qu'on aura, relativement aux axes des x, y^ des ^quations analogues ä 
Celles que nous venons d'obtenir relativement ä Taxe des z, c'est-ä-dire: 

\dB 

et par suite 

— "~ Y Tt ^ ^ Tt ■" Tt \' 

j'^ dt "^^ rf^ ''" rf^ 

D^s lors OD congoit, abstraction faite des difficultes de l'int^gra- 
tioD) .que les neuf öquations (l.> 2. , 3. et 5.) suffisent pour determiner 
compUtement les neuf inconnues du probl^me, c'est-ä-dire pour assigner 
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en chaque instant la position du corps , Tintensitö de la pression et celle 
du frottement, ainsi qua la tangente de Tangle que fait avec les x Ia 
droite suivant laquelle le frottement exerce son action: ces deuz der^ 

nieres quantitös etant respectivement Egales k V^Ul^^fl) ^* ^' ^^ ^äu-^ 
dra que la valeur de la pression soit positive, Sans quoi le plan fixe ces- 
serait de g^ner le mouvement du corps au point (^y n, ^, et ce point se^ 
dötacherait De mdme aussi, d'apres la mani^re dont nous concevons le 
mode d'action du frottement, il faudra que celui qui a Heu en pareil cas, 
et qui suffit pour aneantir la vitesse du point de contact, soit moindre 
que celui qui aurait Heu, si ce point prenait un mouvement, et surmon- 
tait la r^sistance que le frottement lui oppose. On devra donc avoir 

// ötant une quantit^ d^termin^ par Tobservation et par la thöorie phy- 
sique du frottement, ainsi que nous allons Texpliquer. 

Si le frottement ne suffit pas pour aneantir la vitesse du point de 
contact, les ^quations (4. et. 5.) ne subsisteront plus, mais en reyanche 
on aura 

et comme alors le frottement ne peut s'exercer qu'en sens contraire de 
la vitesse du point (^, ti, ^, estim^e parall^lement au plan fixe, il viendra 

d'oü, en faisant pour abröger: 



on tire 



d 

j. hl f hJ 



h et le radical ^(/^ + «^'} doivent dtre consid^rös comme des quantitas 
essentiellement positives, afin que/^,^^ soient toujours respectivement de 
sjgnes contraires a / et /• D'ailleurs la pression R ne doit pas cesser 
d'dtre positive« 

2. D*apr^s ce qui a etö expliquä dans le memoire präcödent (N^ b^ 
les fornaules qu'on vfe^t d'^rire subsistent de mdme, soit que les coor- 

29* 
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# 

donn^es 1^ f\f ^ aient des yaleurs constantes on yariablesj en aufres ter- 
ines: aoit gue le contact du corps arec le plan ait lieu par une pointe 
Tive, ou par un point d'une surface continue. Dans le premier cas^ et 
lorsgue d'ailleurs la rösistance du frottement n'est pas surmont^e, il se- 
rait plus avantageux d'intögrer d'abord les formules par lesquelles on de- 
termine d*ordinaire le mouvement d'un corps autour d'un point fixe^ qui 
serait ici le point (^^ ff, ^. Quand on aurait obtenu de cette mani^re 
les valeurs de a, ß> y en fonction de ^^ Celles de /^, ^| R seraient don* 
n^es imm^diatement par les ^quatlons (!.)• 

Si la surface du corps est continue, et que le contact ait lieu suc- 
cessiyement par une suite de points de cette surface, les coordonnees va- 
riables |, fl, ^, seront dötermin^es V par Töquation de la surface j 2^ par 
deux autres ^quations qui expriment que le plan tangent ä cette surface, 
au point (|y f\j ^), se confond avec celui des xy. Lorsqu'en outre la r^ 
sistance du frottement n'est par surmont^e, ou que la vitesse du point de 
contact demeure nulle, on dit que le corps roule parfaitement, ou 
Sans glisser^ et au contraire il roule avec glissement, quand la 
vitesse du point de contact ne s'evanouit pas. 

A la rigueur, on ne peut pas röaliser physiquement l'hypoth^se 
d'une pointe parfaitement vive^ et mdme il ne parait^pas qu'on ait d^ 
terminö par des experiences un peu pr^cises, la nature du frottement des 
corps qui glissent en s'appuyant sur des asp^ritös anguleuses. On n*a 
Studio avec quelque sein que le frottement des corps qui glissent en s'ap- 
puyant sur une face plane, ce qu'on nomme le frottement de la prä- 
miere esp^ce^ et encore en supposant que le corps se meut parallele* 
ment ä lui m6me, sans ^prouver de rotation autour d'une droite perpen- 
diculaire au plan fixe. En cons^quence on pose sur un plan uniform^ 
ment poli, un corps tel qu'un prisme ou un cylindre droit, construit et 
situö de mani^re ä ce que le plan vertical, menö par le centre de gra- 
vitä du corps perpendiculairement au plan de Support, divise le corps en 
deux parties symdtriquesj puis Ton fait croitre graduellement rinclinai- 
son du plan, jusqu'ä ce que la rösistanee du frottement seit vaincue par 
Teffort de la pesanteur, et que le corps commence ä glisser. II est clair 
qu'en cet instant T^nergie du frottement sera ^gale au poids du corps, 
multipliö par le sinus de Tangle que le plan fait arec llioricon. On a 
öt^ conduit ainsi ä admiettre que Tintensit^ du frottement surmontö, ou 
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la quantitö d^signöe par h dans le N^ pr^cödent ötait sensiblement inde- 
pendante de T^tendue des surfaces frottantes et de la vitesse du mobile } 
qu'on pouTait la supposer proportionpelle ä la pression, et la reprösenter 
par eR; e ötant un nombre donnö par Tobservation ^ qui dans beaucoup 
de cas differe peu de la fraction i, et qui parait d^pendre du degrö de 
poli des surfaces frottantes, de leur contexture physique, peut-^tre aussi 
de leur nature chimique et de la dur^e du contact. On peut consulter 
ä ce sujet le Cours de Mathematiques de Bezout, ä Tusage de TArtil- 
lerie, T. IV., N^ 734., et le Precis elementaire de Physique de M. Biet, 
T. L, livre IL, chap. 23. 

Le frottement dit de la seconde espSce, c'est-ä-dire celui des 
Corps qui roulent en glissant, est encore moins bien connu; on admet 
par analogie que son intensitö k peut aussi ötre repr^sentöe par une 
fonction de la forme eR, e ayant, toutes circonstances ögales d'ailleurs, 
une yaleur moindre que pour le frottement de la premi^re espece. Au 
reste notre objet, dans cet articie, n'est point d'exposer de nouvelles re- 
cherches sur la cause et la nature physique du frottement, mais de d^- 
duire les consöquences math^matiques des hypotheses conimunement ad- 
mises. Pour Studier ceä consequences, il faut encore ici, et a plus forte 
raison, recourir k des consid^rations indirectes, telles que Celles que nous 
avons employöes dans le memoire pr^cödent: car les öquations du N^ 1. 
sont rebelles ä toute Integration, hormis dans un si petit nombre de cas^ 
qu'on ne pourrait se borner k les consid^rer^ sans courir le risque de 
trop particulariser la question. 

3. Examinons d'abord ce qui arrive ä Torigine du mourement^ 
quand le corps, pos^ sur le plan fixe, est tirä de T^tat de repos par Tac- 
tion des forces contii4ks X, JT, Z. Dans ce premier instant, les valeurs 
de pt f , /* sont nullesj Celles de a, £, c, a;i, etc« sont censöes connues; 
les öquations (2., 3. et 5.) se r^duisent ä 
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Si le frottement d^truit la vitesse du point (^^ ti, ^, les neuf ^qua- 
tioDS (l«i 8., 9. et 10.) d^termineront les yaleurs des neuf inconnues 

.. d^a d^ß d^rdp da dr^ jf f f 
^^' dt^' di^' JF' dt' dt' dt' ^' '''' J^' 

relatives au premier instant du mouvement, et il faudra que oes valeurs 
satisfassent aux deuz inögalites 

12. i{>o, r,+Jl<B'R\ 
Si au contraire le frotteaient est surmonte, les ^quations (10.) ne subsU 
steront plus, on aura en leur place les ^quations (6. et 7.), dont la pre* 
miere devient, au moyen de la valeur adoptöe pour A*: 

A rägard de la seconde, son second membre prend dans ce cas la forme %, 
attendu que les quantitös -j-j w7' /'i 9^ ^ s'dvanouissent; mais en diffd- 

rentiant les numerateur et dönominateur de ce second membre par rap- 
port a tp et faisant; 



on a 



d*oii 



ü — L 

ict f — ^^^' f— ^JtJ/ 



Le nombre des öquations nöcessaires pour la döt^nination de toutes les 
inconnues, se trourera ainsi compli^tö} et quand on en aura döduit leurs 
TaleurSy il n'y aura plus qu'ä vörifier Tinögalitä R^O. 

Avant d'aller plus loin, nous insisterons sur une remarque essen«- 
tielle pour ce qui doit suivre. Admettons que le corps ne parte point 
de r^tat de repos^ mais qua Torigine du mouvement il subisse une per- 
cusiion de la part d'un corps ^tranger, ou qu'il vienne choquer le plan 
fixe avec une vitessc connue: Teffet de cette impulsion ou de ce choc se 
produira dans un intervalle de temps inappräciabley durant lequel on 
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» 

pourra n^gliger Taction des Forces continues analogues a la pesanteur. 
Cet effet öquivaudra ä celui d'un certain Systeme de Forces, dont on peut 
assigner la r^sultante et le couple resultant, et gui agiraient sur le corps, 
au^si dans un interyalle de temps inappröciable : pour la commoditö du 
langage^ nous les d^signerons sous le nom de Forces instantanöes. 
Dösignons aussi par X^^ F^, Zq, les projections de la r^sultante de ces 
Forces, parallelement aux axes des x, y, zs et parL^, -M^, iV^, les som- 
mes de leurs moments relativement aux axes des x\ y'^ %'* Les va- 
leurs initiales des quantites 

da dß dy 

dt' di' dt' ^' 7' ^ 

ne seront plus nulles; et il Faudra assigner ces valeurs pour determinar 
Celles des constantes arbitraires qui entreraient dans les öquations du 
mouvement, apres la premiere intc^gration. Pour cela il Faut tenir compte 
de la r^sistance que le plan offre au point (^, 17, ^) dans le sens des z 
positives, rösistance qui est la somme des pressions exerc^es pendant la 
dur^e inappr^ciable de Taction des Forces instantanees: cette somme de 
pressions sera ce que Ton appele d'ordinaire une percussion, et nous 
la d^signerons par P. De mdme le Frottement total, correspondant ä la 
percussion JP, sera la somme des Frottements qui correspondent k cha* 
cune des pressions dont P se compose. Nous reprösenterons par F sa 
valeur numörique, parFj, F9, ses projections sur les axes des x, y; par. 
H la valeur de F, quand le point (^, ^, ^ surmonte la r^slstance que 
le Frottement lui opposej et enfin nous admettrons que H est de la Forme 
f P, ce qui rösulte, si non d'expöriences pr^cises, au moins de Tanalogie. 

Cela pos^, en vertu des principes connus de dynamique, les va-^ 
leurs initiales des quantitös 

14 ^ iE iL. n o r- P F F 
dt ' dt' dt' ^' ^' •" ' *^ *^ 

aeroDt donnöes par les öquations suivantes: 

15. iW^ = jr„+F„ JW^=j;+F„ 31^<=Z, + Pi 
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auxquelles il faudra joindre, quand le frotteipent d^truit la yitesse du 
point de contact: 

18 < 

ce qui comportera les inögalites 

19. P>0, iP+2^<8*Jf». 
Si au contraire le point (^, 17, ^) prend une vitesse parallele au plan 
fixe, on aura, en conseryant aux lettres /, Jj la siguification qui leur a 
^tä attribuöe pröcödemment: 

^ü. r^ ^ "^ :S7=7mrrä\ > -^a 



Maintenant il est Tisible que les formules (15. -^30.) se change- 
ront dans Celles (1., 8.— 13.)> »i l'on ^crit 

X, r, Zi L<, M\ N'i Jt, /„ /„ 
au lieu de 

x„ j;, z,i l;, m[, iv;,- p, f., f„ 

et qu'on substitue les inconnues (11.) aux inconnues (14.), Ainsi^ Tors- 
qu'on se borne ä considerer les circonstances du premier instant du mou«- 
vement, la question est absolument la xhdmey.soit que les forces qui 
tirent le corps du repos, lui communiquent dans ce premier instant une 
ritesse finie ou inEniment petite. Ce point au reste semble assez Evi- 
dent, pour que nous n'ayons pas cru devoir y insister dans }e pri^c^dent 
memoire; roais en raison des difficult^s que peut amener la consid^ratioa 
du frottement, il n'etait pas inutile d*y revenir ici avec plus de d^tails. 

4. Reprenons Thypothese ou le corps est tir^ du repos par des 
iorces continues. Si le froltement detruit la vitesse du point de contact, 
la rösolution des neuf öquations (1., 8.9 9- et 10.) ne saurait offrir d*em- 
barraS; puisqu'il ne s'agira que d'eliminer entre des ^quations lin^aires; 
mais dans le cas contraire 9 les ^quations (10.) ötant remplac^es par Cel- 
les (13.)9 et les inconnues du probl^me, qui entrent dans Ff J^, se trou- 
vant enveloppees d'un radical carre placö en d^nominateury on voit que 
relimination conduirait en g^nöral ä des ^quations finales de degrös Kle- 
ves , et susceptibles de plusieurs racines reelles. Cependant on concoit 
que la question, de sa nature, ne peut comporter qu'une Solution et qu'un 
seul Systeme de valeurs pour chacunp des inconnues. II faut donc que 
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les equations finales n'aient qu'une seule racine röelle, ouy si elles en ocit 
plusieurSy que toute soient exclues^ hormis une^ par des conditions d'in- 
^galit^ telles que celle R^O; c'est re que nous aurons Heu de v^rifier 
dans la suiter 

Les formuies se simplifieraient beauooup^ sl Ton connaissait a 
priori la direction du mouvement que doit prendre le point (|^ ^9 O'y 
car en menant suivant cette direction Taxe des x dont la position sur 
le plan fixe est arbitraire, J' s'ivanouirait ainsi ipie f^'^ fx se r^duirait a 

ou ä +€^9 Selon que r serait positif ou nögatif, k cause que le radical 
doit toujours 6tre pris positivement. Toutes les Equations 'redeviendraient 
lineairesy mais il en r^sulterait une ambiguitö dans la valeur def^: car 
il faut bien remarquer que la yaleur et le signe de /^ döpendent de la 
valeur dejR et du signe dei^, qui peuvent varier ä leur iour^ seien qu'on 
a subslitue pour /j, dans les ^uations (1., 8., 9,)> la valeur — eR ou 
Celle +€Ä. 

Gönöralement on observe en analyse que lorsqu'un terme alg^brique, 
afiectö d'un signe radical^ devient pour certaines valeurs particuli^res un 
carrö parfait^ il en resulte une discontinuitö dans Texpression des fonctions 
qui en döpendent. C*est ainsi que les formuies pour Tattraction des sph^ 
roideS) quand elles peuvent s'obtenir en termes finisy cfaangent brusque*r 
ment de forme, dans le passage des points intörieurs aux points ezt^rieurs. 
C*est encore ainsi que, dans le mouvement d'un point mat^riel pesant, 
la direction de la vitesse varie d'une mani^re continue^ si le point de-r 
crit une parabole, tandis qu'elle varie brusquement, quand le point, apres 
s'&ire äleve en ligne droite, retombe verticalement en sens contraire; ce 
qui est du a une circonstance semblable a celle qui nous occupe ici. 

Dösignons par I^^ /^, les deuz valeurs que prend I\ selon qu'oa 
substitue pour^^ la valeur — sR ou celle -^^R^ et par A^, £s, les va^^ 
leurs correspondantes de /{, il faudra que les deux sjst^mes d'inögalitös 

2j jÄx>o, /;>o, 

ne soient pas simuItaniSment satisfaits^ car autrement 11 s'en suivrait qu'on 
n'aurait aucun^ raison de döcider si le p.oint (|| if, Q se meut dans le 
sens des x positives ßu d^ns pelui des x n^gatives^ ce qui serait absurde« 

Crttlei JfMirnal d. M. V. Bd. 3. Hfl. 30 
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Par la mdme raison ^ s'il a ^t^ reconnu que le point ne peut, ni se d^- 
tacher du plan fixe^ ni ^tre rendu immobile par la rösistance du frottemenl, 
il faudra que Tun des deuz syst^mes (21.) soit nöcessairement verifiö. 

Quand on considere d'autrcs instants du mouvement y ou lorsqu'd 
l'origine de ce mouvement le Corps a döjä pris une vitesse finie par Tac- 
tion de forces instantanöes ^ les mdmes difiicultös ne se presentent plus: 
car alors les valeurs de/i^ f^ sont donnöes par les öquations 



dans les quelles 1, J sont des nombres, censes connus pour Tinstant que 
Ton considere. On n*a plus qu'a eliminer entre des äguations lineairt's^ 
et si Tun de ces nombres^ J par exemple, devient nul, le signe connu 
de / determine imm^diatement celui qu'il faut donner ä f^. On voit 
done qu'il existe une differenoe essentielle entre les formules relatives au 
premier instant du mouvement^ et Celles qui se rapportent aux instants 
subs^quents. 

5« II existe un cas oü Ton peut 6tre certain a priori que le 
mouvement du point de contact aura Heu constamment en ligne droite, 
et oü pAr consöquant Ton peut choisir la direction de Taxe des x^ de ma- 
ni^re ä ce que la composante f^ du frottement soit constamment nulle. 
C'est celui oü le plan des x^z^ est perpendiculaire au plan xy^ et com«* 
prend le point de contact aussi bien que la rösultante des forces qui sei- 
licitent le corps. II est clair qu'il n'y aurait aucune raison pour que le 
point de contact sortit de la ligne droite qui fait Tintersection des deux 
plans x'z^ et xy, et c'est d'ailleurs ce que le caicul montre. En effet^ 
faisant alors coincider le plan des xz avec celui des x^z^^ on aura d*apres 
les hypotheses admises: 

22. = if = r=-L' = ;V'=Ä = Ä, = Äa = Ca, Ä. = l, 
ce qui r^duira les öquations (1. 8. et 9.) a 

On aura 
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il serait donc impouible que^t ^^^ 4e sigoe contraire ä J-, et par coiK 
fi^uent oeci entratne 

" =°-^* ~ d<» "" dl ~ df" 
Le signe de J^ se d^terminera d'apr^a ce qui a it6 dit präcödemment. 

Les mSmes consdquences pouvant se döduire de proche en proche 
pour tous les instants du mouTement^ il en faut conclure que /^ et r de- 
meureraient constamment nuls^ ensorte que les öquations ä integrer se 
röduiraient dans ce cas ä 

dans lesquelles on auraity d'apres.les formules connues: 

d d 

7=5—, ö = — sinö, c=s=cos6, öj = — cosfl, r^sssinO, 

d d^signant Tangle des deux plans xy^ x'y\ U faudrait en outre y faire 
/jS=T^Ä, Selon que /', ou 

serait, dans le premier instant du mouvementy une quantitiS positive ou 
negative. Ainsi dans ce cas, avant d'intögrer les formules du mouve* 
ment, il faudrait döterminer le signe de la vitesse du point de contact 
au premier instant. Quelquefois ce signe sera Evident sans caicul; mais 
plus gen^ralement on devra construire les deux syst^mes d'inögalitös (21.)f 
et reconnaitre lequel est v^rifiö. 

6. Lorsque, dans un instant quelconque du mouvement^ la vi«* 
tesse du point de contact deviendra nulle, il faudra, Selon Tobserva- 
tion d^jä faite par Mr. Poisson ^, examiner si^ ä partir de cet in- 
stant, une partie du frottement $R ne sufBt pas pour maintenir nulle 
la vitesse du point; et, si cela est, employer les ^quations . ( 5. ) pro» 
pres ä ce cas. Autrement, et quand le point (^, v\, ^) doit continuer ä 
se mouvoir, Tintensitö et la direction de la vitesse se d^termineront par 
des formules analogues 4 Celles qui se rapportent au premier instant da 

*) Voyez un M^noire iotiml^ i Formuht reUtivßi aw fff«^ dm fir d^mn emnon t»r U§ diffdm 
rent0t parties de ton affüt., imprim^ k Paris en J826 , r i une note da meme G^mitrie« jjir 1$ 
fi*öh0ment d§s corps ^ui ionrnent, inser^ dans le Bulletin des seiences mathimatiques ^ etc. T. IT* 
N**. 93. 
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inouT«ineiit| %t lajettei tuz m6me0 obserrations. Dans le cas oü le mon- 
vement du point de contact a Heu* constamment raivant la mdme droite^ 
il pourra se faire que la riteaae change de signe^ apr^s avoir 6t6 nulle« 

Enfin il peut arrirer que la yitesse du point de contact , quand 
une fois eile est nulle ^ demeure nulle en suite sans qu'il y alt frotte- 
mont; et dans ce cas il faudra que les yaleurs de fif f^f rösultant des 
öquations (5.)> s'övanouissent. Cette circonstance se präsente dans Texemple 
trait^ par Mr. Poisson (Bulletin des sc. math. T. VL p. 165.)» oü il s'agit 
d'une Sphäre homogene ^ pesante, qui roule sur un plan horizontaly en 
vertu d'une impulsion dirigöe dans un plan vertical menö pur le centre 
de gravit<$^ abstraction faite d^ailleurs de la r^sistance de Tair. A partir 
de rinstant oü la vitesse du point de contact se trouve nulle^ les deuz 
mouvements de translation et de rotation deviennent uniformes et diri» 
gi^s en sens contraires, en sorte que la vitesse du point de contact reste 
nulle d'elle-mdme et sans Taction du frottement. Le savant auteur ob- 
servo k cette occasion: >>Que le frottement qui suffit pour ramener au 
repos los corps qui glissent sans tourner, ne fait donc que r^duire a Tu- 
niformittS les mouvements de ceux qui tournent en glissant.'' Mais il est 
olair que cette remarque ne peut s'appliquer dans les mdmes termes^ 
qu'aux cas trös particuliersi oü s'^vanouissent les valeurs de/, y^, don*> 
n^s par les formules g^nörales. 

Noua ferons encore observer qu'il serait beaucoup plus commode 
pour le caiculf de supposer le frottement proportionnel a la vitesse da 
)H>int do contact. Alors les valeurs de/^y^ seraient de la forme — «/^ 
^-«/c toutcs les i^quations redeviendraient lin^aires, et quand «T s'öva- 
nouirait^ il ny aurait paa d^ambiguitä de eigne dans la valeur de f^. 
A la vorite, si le corps partait de letat de repos, le frottement se trou- 
rerait nul dans le premier inatant du mouvement, supposition qu'il sem- 
ble peu naturel d^admettre. Pour echapper a cette consequencoi on pour- 
rait supposer que/^, /, deviennent alors egaux a — tl% — mT. L'hy- 
pothoso de la proportionnalite du frottement ä la vitesse s'est pr&entfe 
delle-mi^me aux Geomotres qui se sont occupes les premiers d'intro- 
duire dans le caicul la consideration du frottement L*experience montre 
quelle« n'e^t pas admis$ible> quand il s^agit du frottement de la premiera 
il$p<^ee; mais il pourrait se faire qn*elle ne s^eloignAt pas autant de la 
TiNilite phvsique^ pour le frottement de la seconde espece. 



1 
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7. ReprenoDS plu» specialement le cas oü le corps est tire du re- 
pos par Taction de forces instantanees^ et pour simplifier^ supprimons les 
indices gui affectent les leltres JT, X/^^ etc. Par la mdme raison faisons 

57 -*^ d7 = P^ dF — y' 

23. j^^— ^*='^> i^—\c — V'j $* — ifflr = Vj 

les öquations (15. — 18.) prendront la forme: 

24. JW«' = X+iP,, i»fß'r=r+F„ iWy' = Z + P; 

25. {B7=iW' + P/*+F,j^, + F.|^„ 
ICr = 7\r' + Pi,+F,v, +F.i;.i 

26. y'+/^^ + yAt + /'v = 0, 
27. j*'+ Z^'^* + 9''*» + ^^^ — ^' 

II est bien entendui d'aprös tout ce qui pr^c^de^ que les 'mSmes ^quatlons 
sont propres ä d^terminer les circonstances du premier instant du mou- 
yement^ quand le corps est tirö du repos par des forces continuesj pourTU 
que X^ Ty etc. repr^sentent des forces de cette nature^ ody ß^, y' les ya- 

leurs initiales de -j^y dT» ' "d7* ^ ®* pouryu enfin qu'on remplace /?, y, r, 

F.,F.,P, par ^, ^, If, /.,/., A 

Ainsi, dans le cas oü le frottement d^truit la ritesse du point de 
contact, en öliminant entre les nexif ^quations pröc^dentes, et faisant 
pour abröger: 

il Tiendra : 

F. = --^{£7.(5^,-2^.) +n,.(^7.7'^.-^.i7) +7;,.(ir7;,.-..S£g}, 
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Si les nombres T^ty ^o^s» ^i.s venaient k a'^vanouir, les valeurs 
de Pf l\f F, se reduiraient simplement ä 

_^U ^Vt _£a 

et elles seraient respectivement de signes contraires kUy ü^^ ü^y attendu 
que Sy S^y S^ sont des quantit^s positives de leur nature« 

Lorsque la vitesse du point de contact n'est pas dötruite, les deux 
equations (27.) ne subsistent plus, et Ton a en leur place; 

TT* 4.17« -«!>• El r/y -t* -P ^o, t + Pj ^x + Pj ^1,3 . 

mais la d^termination des valeurs gc^nörales de* P, F^, t\ entrainerait 
un caicul penible, en raison du degre auquel monteraient les öquations 
finales. 

8. Eclaircissons d*abord la question par quelques exemples* fort 
simples ; et pour considerer en premier Heu le plus simple de tous, ad* 
mettons que le corps soit une sphere homogene, d'un rayon i^gal a p. La 
direction des axes principaux devenant arbitraire, on pourra supposer 
qu'ils sont paralleles ä Torigine du mouvement ä ceux des x, y, x, et 
que celui des x^ en particulier coVncide avec Taxe des j|. La condition 
du parallelisme donne en gön^ral: 

c= ß = 6 =;= Äj = Cj = öa = r,^ 1 =5s c = ß, = Äj, 
et par suite 

28. K — fl, /*=— ^, i/:=:Oj X^=0, /^,= ^, v,= — >Ji Ä^Ä— ^, Ih—Oy y,=^. 
On a de plus, pour le cas particulier de la sphere: 

29. 1 = 0, 1^ = 0, ^ = — fj ^ = B=C; 
au moyen de quoi les equations (25., 26. et 27.) deviennent; 

3^ iAp=zU + ^F,y Aq=M'^^F,y Jr^N^s 
)y=Oi a' — f^ = 0, ß'4-f;?=0. 
Attendu que y' s'evanouit, la troisi^me öquation (24.) donne Ps= — Z: 
cette valeur de P est la möme, que la rösistance du frottement soit sur- 
montee ou non. Four que la sphere ne se dötache pas du plan, il faut 
qu'on ait Z<dO. 

Quand la vitesse du point de contact est ani^antie par le frotte-* 
ment, Töliraination entre les equations (24. et 30.) donne, en aubstitaant 
pour My A^ leurs valeurs connues en fonction de ^: 

^ _ bTSV^2^X jp _ 5L^+2er 



17* Cournot f du mouvement Jtun corps sur un plan ßxe, 237 

H faut; qu^on ait F* + F^ < g«jp, 

^" 31. (5-M'— 2^X)«+(5L' + 2^r)«<49^*e'Z*. 

Si la vitesse du point de contact n'est- pas dötruite^ ;Ies deux der- 
ni^res öguations (30.) n'auront plus lieu; elles seront remplacees par 

En substituant dans cette derniere öquation \e8 valeurs de ot,^, ß^ p, ^f 
tiröes des öquations (24. et 30.) > il vient 

qo Fz _ M "a'^Km^a) "^ 






d'oü l'on döduit imm^diatement par la theorie des proportions: 

X ^W 
„ . Ft _ M A __ 2gy — 53P . 

^ F, ~ r . eii^ "" 2er+5L^'i 

Observons maintenant gue Nquation (33) ^tant la mSme que la 
seconde ^quafion (32.), les numerateur et dönominateur de son second 
xnembre ezpriment les composanteS) suivant les azes des x et des y, de 
la yitesse prise par le point de contact. Des lors, d'apr^s la .mani^re 
dont agit le frottement, il faut queF^, F^ soient respectivement de signes 
contraires aux numörateur et dönominateur de ce second membre, ce qui 
suppose 1°: que F,, F^ sont respectivement de signes contraires ä 

M A * M"^ A '* 
2" que F^f F^ sont numöriquement plus petits que 

M A M^ A 

M^ A m ~ A 
ou que 

En Terta des ^aations (32. et 34.), .et au moyen de ce que Z doit ^tre 
nne qnantitö nögative, on Mtis&it ä la premi^re conditioo, ea prenant 

jp i 2iX^6M')tZ 

» ■" vxca^x— 5Jii')»+(2f Y-\-bL')y* 

«. (2fY+5Z/)<Z 
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La seconde condition se trouve alors satisfaite d'elle mdme. En eSWt, 
%\ eile ne Tötait pas^ et qu'on eüt par exennple: 

i(i+s)>(i-^y. 

ou 

/"'^ se trouverait de mdme signe que le numörateur du second roembre 
de röquation (33.) 9 il faudrait dono, pour que cette öquation püt subsi- 
ster, que t\ füt aussi de mSme signe que le d^nominateur de ce second 
membre, et par suite que Ton eüt 

49f»i^>(2fr+5L0^ 
Ajoutant ces deux dernieres in^galit^s^ et substituant pour F^^-^^Fl sa 
valeur e^Z*, il viendrait 

49f«8*Z»>(2^X— 5iM0*+(2fr+5L0% 
mais puisque^ par hypoth^se, la vitesse du point de contact n'est pas de- 
truite, cette inegalitö^ qui est la m^me que celle (31.) ne saurait ^tre 
vörifide. 

Si maintenant nous comparons les equations (32. et 34.) 1 npus en 

tirerons , ^ ?^' 

et comnae le premier membre de cette derniere öquation est la mfime 
chose que le second membre de l'cquation (330 > ^^ rösultera de Tanal jse 
pröcödente, que les numörateurs et d^nominateurs des deuz membres de 
r^quation (35.) seront respectivement de mSmes signes. 

Or^ dans le cas oü Ton supposerait que la sphere vient choquer le 
plan fixe avec une vitesse connue, il faudrait, pour avoir les ^löments 
de son mouvement apres le choo, remplacer dans les formules qui pr^- 
cödent, Xy J, //', iK', par Mct^^, «^ßo» ^Po9 ^9oj K dösignant la valeur 
de a,^ imm^diatement avant le choc, et fiinsi d^ suite. L*e^ation (35.) 
donnerait donc 

on en devroit conclure ^^que la vitesse du point de contact, döcompoa^e 
parallelement au plan fixe, serait dirig^e sqivj^nt la mdme droit e, 
et dans le mdme sens, avant et apres le choc:'' propri^tä remarqua- 
ble et particuliere k la Sphäre. 
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En admetUnt, ce qtii est la oas döj4 trait^ par Mr. Poisson 
(Bulletin y T. VI. p. 172.), que Y, L\ et p^p suite F^ s'^vanouissent, on 
%p quand la vitesse du pojnt de gontapt eat ddtruite, h I«^ place de Tio-r 
ögalitö (31.), oellez 

3ß. ±(5ilf^— 2f-X)<— 7ffZ, 

le signe dt ^tant choisi de manif^re a rendre le premier znembre poaitif, 
et le second Tötant toujours, ä cai^se d? Z <^0. Si cette in^galitö n'est 
pas satisfaite et que le frottement seit suTmonii, on aura F^;;;?+e^, 
Selon que 

Mais dans la prämiere supposition 

«'-f?=s-^+'-2(a+S)=5Sj(»«*-5«'+''t.z), 

et dans I9 seconde au contrairi^ 
II faut que les deux in^galit^s 

ne puissent pas Stre satisfaites simult.an^ment, $t (jue l'vne d'ejies le seit 
toujours. Or supposons» pour fixer les idöea: 

2J-X — 5ilf'>0, 
rinögalitiS (36.) ppurra s'öcrire 

et puisqu'elle n^est pas vörifi^e, la premi^To inegalite (37.) le sera nöcef» 
fairementy t^ndis que la seponde ne saurait l'^tre, puisqye son premi.er 
membre est la somme de deux nombres positifs: 2^X — 5M^ et — -7^e^. 
L'inverse aurait eu Jieu, si Ton avait 3upposö 2^X-t-5-W<[0. 

0« Si la Sphäre venait choquer le plan fixe, et qu'elle füt dou4e 
d'^lasticitöy ainsi que cela arrive toujours dans la nature, la percussion 
au point de contact, ao lieu d'dtre ^gale a — Z^ ou ä ^-iJ/y^ (7^ d^ 
eignant la valeur de yf immödiatement ayant le choc), prendrait pour 
Taleur — (X + (ö)My^, en indiquant par w Je coeificient de r^Iastlcitö, 
qui deviendr^it i^gal ä 1, $i r^lasticitö ^tait parfaite. U semble naturel 
d'admettre, ^rec Mr. Foisson, quo le frottement total F est toujours 
proportionnel dans pe cas ^ la peroussion 01; k la son)ine des pressions, 

Crelle'j Journal d. M. Y. Bd. 3. Hft 31 
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et de la forme tP. En partant de ce principe, qu*il serait bon toutefois 
de voir v^rifier par rexp^rience, la conditlon qui doit subsister pour qua 
la Titesse du point de contact s'^vanouisse apr^s le choc, sera, au lieu 
de rinögalilö (31.): 

On aura d'ailleurs^ d*apr^s ce qu*on a vu danjS le N^ pr^cödent: 

et Bi Ton fait la Substitution des valeurs de F^, F^, P dans les dquations 
(24.) qui deviennent ici 

38- iif«' = iJf<+F„ iJfß' = i^ß;+i^,, ^/ = ^y:+P,l 

puis qu*on remplace M et A par leurs. valeurs en fonction de ^i il vien- 
dra, toutes röduetions faites: 

Dösignant par i^ Tangle de röflexion du centre de la Sphäre, on aura 

Au contraire, quand la vitesse du point de contact ne s'övanouit 
pas> on a, d'apr^s ce qui a ^tö dit pröcödemment: 

ce' qui, Joint aux öquations (38.), donne: 

Dans le cas particulier oü ß^, p^j et par suite ß^ et F^ sont nuls, on en 
d^uit: 



tan£0 = ^ = ; TTT — ;, 



* j 



en Sorte que Tangle de r^flexion est alors indöpendant de la vitesse de 
rotation de la spb^re, comme Mr. PDisson en a fait la remarque dans 
le memoire cito (p. 175.); mais ce rösultat ne subsiste pas pour les va-* 
leurs g^nörales de «', ß^, telles que nous venons de les öcrire. 

10» L'anaijse du N^ 8. s'applique non seulement ä la Sphäre, 
mais a tout corps de r^volution homogene, dont Taxe de rövolution est 
perpendiculaire au plan fixe. Considörons maintenant un ellipsoide, dont 
Tun des axes principaux, celui des z^, coi neide encore avec Taxe des Zj 
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ensorte qu'on puiise prendre les pc^ y^ respectiyement paralleles aux x\ 
y^* En d ^^ g a ant par 2^ la raleur num^rique de Taxe des z^, leg ^qua- 
tioDS (28.) et lei trois premieres (29.) subsisteront toujours^ on en d^ 
duira de m^me y^=Oy Pss*-^^, et Z<^Oy condition pour qua Fellip- 
8oide ne soit pas souleri^; et qui doit avoir Ueu^ 3oit que la vitesse du 
point de contact a'^vanouisae ou nonf 

Dans le premier de ces deux cas, on aura 

I«'— ?y = o» ß'+?/'=oj 

et ces äquatioos, jointes Ä Celles (24.), donneront; 

W — JS^f^M' — X „ _ gf L^+ Y 

expressions dans les quelles on a fait, pour simplifier; 

II faudra de plus que rin^galit^ 

06 trouve T^rifiöe, 

Si eile ne Test pas^ et que le frottement soit surmontö, on aura, 
au Heu des deux derni^res öguations (39,)9 Celles (32.), dont la seconde 
devient, par la Substitution des yaleurs de «^ ß^, /», ^: 

F.— r+ÄfI/ + (l + Äf*)P, ' 
Fosons, pour jin instant: 

on aura, pour d^terminer x/ et y,y les deux ^quatiena: 

41. x; + yf = Ä«, i^ = ü^^. 

Le Heu de la prämiere est un cercle, ayant son centre ^ Tori^pne des 
coordonn^es rectangulaires X;, y^^ ,1a seoonde peut s'öcrire: 

42. (/»' — /2)x,y, + 772'x,— my, = 0^ . 

et sous cette forme eile est ^videmment cella d'une byperbole ^quilat^re, 
ayant %^h asymptotes paralleles aux axes des cpo^donp^es, et passant par 
Torigine. Le centre de cette hyptrbole a pour coordenn^es- paralKl^s 
aux axes des »,> y,: 

X,, zx "7 , TT-. «=• ^- / ' " i 
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x„ et y„ soot les lignes represenl^etf (Tab. III. Fig. 1.) ptf OP et PC; 
lears sigDes döpendront de ceuz des quantitös m^ m'j nf^^im Pour fixer 
lei idöe^^ on peut supposer que le point C tombe dans l'angle J) OX, y ou 
que les coordonnäes x^^, y^, sont l'une et I'autre positives: les raisonne^ 
ments seraient les mömes dans tout autre supposition. 

Maintenant il est clair V que le oercle (41.) et Thyperbole (42.) 
ont en gönöral quatre points d'intersection^ dösign^ Stir la figure par iV, 
N'^ iV", W; 2° que, puisque la brauche JNON' passe par l'origine 0, il 
7 a au moins deux points d'intersection'iV^, TS\ situös, Tun dans Tangle 
TfOXf^y Tautre dans l'angle X,OY^,s 3^ que les deux autres points d'in* 
tersection, s'ils existent, sont situös dans le mdme angle J*^ OX, qui com- 
prend le centre C de Thyperbole. On congoit donc la possibilitö que %,f 
y,, ou F^, F^, admettoDt quatre systemes diff^rents de valeurs reöUes. 

Mais en remontant ä la seconde öquation (41.), il faut observer 
que, par la nature de la question, x^ et y, doirent ötre respectivement de 
signes contraires k m-^nx, et m^'{'n^y,s ce qui suppose: V que x, et 
y, [sont respectivement de signes contraires ä m, i7?0 2;^ que nx,, n!y^ 
sont numöriquement införieurs k m, m\ ensorte que 

43. ^X, ^>yf. 

La premiire condition suffit, d'apr^s Tinspection de la figure, pour montrer 
que les points N'^ N"^ N'*' , donnent des Solutions ötrang^res ä la question} 
il faut prouver qu'a T^gard du point iV, la seconde condition, exprim^e 
par inögalitös (43.), est aussi satisfaite. Or si Ton avait, par exemple: 






m se trouvant de signe contraire a nx^y et numöriquement plus petit, 
tandis que mf est döjä de signe contraire k n'y^y il r^ulterait de la se- 
conde ^uation (41.) que m^ serait aussi numöriquement plus petit que 
ft'y,. On aurait donc 

et en consöquence 

ee qui serait la möme chose que Tin^galitö (40.) qui, par Hypothese, n'est 
pas v^rifiöe. Donc en döfinitive, il y a toujours un Systeme de valeurs 
pour JF\, JP„ et il n'y en a qu'un seul qui satisfasse 4 la question« 
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11» Occupons nouf nfaintenant de traiter d'une maniere g^n^rale 
le cas oü Tune des composantes du frottement^ F^, s'^vanouit, en vertu 
des conditions (22.)9 ezpliqu^es au N^. 5« Qu aura d'abord 

= X = v = \ = V, = fHj 
les öquatlons (24* — 27.) se röduiront ä 



\ 



Y + 91^ — 0, Ä'+7f*« = öi 
et si Ton fait 

OD en tirera pour valeurs de P^F^^ dans le cas oü la vitesse du point 

de contact est dötruite: 

p_ UmT—S,U j. _ UT—SU^ 

U est tris essentiel d'observer que 

45. SS,-!r=:i + K^Ojl^+iiI), 
en Sorte que le d^nominateur de ces valeurs de P, F^ est essentielle- 
ment positif. 

D'apr^s ce qu*on a vu dans le pröc^dent memoire (N^ 8.), il faut 
que la quantitä U seit negative ^ sans quoi le point (^9 ^ se dötacherait 
du plan fixe. U exprime la vitesse que prendrait le point (^, ^) par 
Taction des Forces X^. Y^ Z^ s'il n'j avait en ce point ni percussion ni 
frottement} ou bien, en supposant que le corps vienne choquer le plan 
fixe, U exprime la vitesse du point (^1 ^, immödiatement avant le choc. 
Or on a vu dans le memoire qui pröc^de, que lorsqu'on faisait abstrac- 
tion du frottementy la condition U<C,0 entrainait celle P>>0, et vice 
versa: mais ici il n'en est plus de mSmey et comme P doit toujours' 
6tre une quantitö positive^ il faut poser^ indöpendamment de la condition 
i7<0, Celle 

n faut en outre quele frottement F^ soit numöriquement införieur keP, d'oü 

±{ÜT^SU,)<:i{U,T^S,U\ 
le signe db ötant choisi de maniöre ä rendre le premier membre de Tin« 
dgalitö positif. 

Quand la rösistance du frottement est surmontöe, la dernidre öqua- 
tion (44.) est remplacöe par jT^ s= 4: e P, aelon que 
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Or la supposition F^zs^ — tP donne: 

p = -s=7t* «'+m = 5=h? ^i 

et celle F^^=eP, donne par la m&me raison: 

Ainsi, P (levant toujours rester positif, les sjst^mes d'inegalites propres 
ä chacune de ces deux hjpoth^ses^ seront: 

_£_^_ SU,-TIT-i{U,T-S,U) ^ ^ 
— S — eT ^^^ S-eT -^"' 

— jjfrr^^' Ä+VT <^- 

Mais puisque 27^ est n^gatif, sans quoi le corps se dötacherait du plan» 
on peut remplacer la premi^re et la troisi^me de ces inögalitös par 

et des lors la seconde et la quatrieme peuvent s'^crire» en supprimant 
les d^nominateurs positifs 

SU,-^ÜT^ s{ü,T—S,U)<^o, 

12. Le cas oü Ton a 27'!> 0, et oii le point (|, ^ se dötache du 
plan sans percussion ni frottement^ exciut ^videmment tous les autres. 
En le mettant ä part, il faut prouver que les systemes dln^galitös^ re- 
latifs aux trois autres hypoth^ses^ sont de teile sorte que Tun d'entre euz 
est n^cessairement yerifi^; quel que ^oit Je noinbre empirique f^ et que la 
v^rification d'un seul entraine Texclusion de tous les autres. Pour plus 
de clarte, grouppons ensemble ces divers systemes ^ on aura: 

1^ Si le frottement dötruit Ja vitesse du point de conta^t: 

^ ^ }(«9 ±(UT^sü:)<.{U,t^s,ü\ 

le double signe ayant pour objet de rendre le prennier membre de la 
derniere in^galitö toujours posit^f. 

2^ Si le frottement ne d^truit pas la yitesse du point de contact, 
et que ce point se meuve dans le sens des x positives: 

^ ^ \(b') SÜ^ — üT—t{Ü,T^S^Ü)>.o. 
'6". Si le point de co^ntaet se meut dans le «en« de x n^gatire«: 
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D*abord les systimes (A) et (ß) iont incompatibles} car si SU^ — UT^O, 
rinögalitö (a') est Topposöe de (ä')j et si au contraire SU^ — UT <iOf 
au moyen de ce que Finägalitö (a) serait satisfaite, le premier membre 
de Celle {b') serait formö par Taddition de deux termes nögatifs, en sorle 
que Celle derni^re inögalilä ne pourrait 6tre verifiee. Par une raison ab- 
solument semblable, les systemes (^) et (£J ne peuvent subsister si- 
multanöment Enfin on prouvera qu'il en est de mdme a T^gard des 
systemes (B) et (-ßjj car des inegalitcs (Z»'), {b\) on tire: 

(S—sT)U,:>{T-,S;)U, {S + zT)U,<{TJ^iS,)U; 
er, puisque (A) et (A») seraient vörifi^es par hypothese, on peut diviser 
les inegalilös pr^cedenles par les facteurs posilifs S — aT^ S'\'tTy ce 
qui donne (7-,S,)V jj ^ (r+.5,)r/ 

et par suile 

ou en faisant disparailre les dtinominateurs positifs^ et röduisant: 

Mais 17 est nögatif, donc on devrait avoir SS^ — T*<^Oy ce qui est ab* 
surde d'apres T^qualion (43.)« 

II rcste ä prouver que Tun des trois Systeme» (-^), (B), (B,) est 
D^cessairement vörifiö. Or^ pour que cette proposition ne füt pas vraie, 
il faudrait qu'en assignant de cerlaines valeurs aux quantiles e, U, U^^ 
etc., Tune au moins des deux inögalil^s qui entrent dans chaque sysl^me, 
ne füt pas salisfaite. Formens donc toutes les combinaisons 3 d 3 qui 
peuvent avoir Heu, en prenant une inögalitä dans chacun des syslemes, 
et indiquons les par la notation suivante: 

[a, Ä, ÄJ, [a', i, M, [o, b', Ä'x], [< *', Kh 

[a, b, b'J, [a, b', Ä.], [o', Ä, *;]. [a\ b\ b^^ 

en Sorte, par exemple, que le Symbole [a, b, 6J designe la combinaison 

de» trois inögalitös (a), (&), (&J, dont aucune ne serait salisfaite, afin 

que par suite aucun des trois systemes (A)^ (B), (BJ ne püt avoir Heu. 

1^ et 2^ II est clair d'abord que les deux combinaisons [a^ b, 6,], 
[a', Ä, b^] sont superflues ä considörerj car selon que Ton a ir> ou <0> 
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Tune des deux in^galit^s (6), (2^) est n^cessairement satUfaite, k cause 
que S et «9^ sont des quantitös positives de leur nature. 

3^ La combinaison [o^ V^ b'^ est impossiblej car^ des deux in- 
ögalites { 

on tire, en öliminant SU^ — UT: 

et par cons^quent si les deux in^galitös {b')^ (A^^) ne sont pas satisfai- 
tesy Celle (a) Test n^cessairement. 

4^ La combinaison [a*j b\ b\\ r^pugne encore ^vldemmentj car, 
Selon que SU^ — UT^ ou <^0, Tinögalitö (ö') sera directement Top- 
pos^e de {b') o}i.{b\)\ et d^s lors^ si Tune n'est pas rärifi^ei T^utro 
doit rdtre. 

5'' et 6^ La combinaison [Of b, b[] suppose que Ton ait: 

En vertu de la aeconde de ces inegalites, T est positif} la pre* 
mi^re et la troisiöme donnent alors: 

d'oü 

et en röduisant 

ce qui serait absurde ^ ainsi qu'on la vu plus haut. On d^montrerait d« 
m^me l'impossibilitö de la combinaison \ay b'j 6J. 

T"" et 8^ II est clair que la combinaison [a'y b, b[] implique con- 
tradiction^ dans le cas ou UT — *SL7i>0, puisqu'alors (a'.) est directe- 
ment I'opposee de (b[). Si au contraire on 4 UT — 'SUi<^0, de ce qu« 
les inögalites (b), (a^) ne sont pas vörifiees, il r^sulterait 

S—eT<ZO, SU,r-UT::>e{U^T—S,U; 
le premier membre de cette derniere inögalitö ötant positif par hypo- 
these, et le second T^tant aussi, s^ns quoi Ton retomberait sur la combi- 
naison [09 b, b[] qui vient d'Stpe d^montree impossible. En vertu de la 
ppemi^re inegalitö^ on peut mettre la seconde sous la forme 

^»^ 4T-S^^ 
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et cemme on a d'ailleurs^ d'apris la supposilion UT'^$U^<Z^O^ 

rr.>f:, • • ■ ■■■ ■ 

■ (fiS,-^T)U ^ VT • ^ . ..; 

fT—S '^ S* • . . 

oe qui conduit encore a la.consöquence absurde TJ(ßS^ — T*)>0, Ün 
raisonnement eniieremeDt semblable ferait riejeter la combiiiaison [a'^ b\ bÄ 

Ainsi en definitive, quell.es qu^ floient lesvakurs de f^ Ui U^f etc. 
pourvu seulement que U seit n^gatif^ un des trpis sjsi^es (t^), (fi), 
(7?^) est ndcessairemenl satisfait, et il n'y en a qu'unseuL 

Mais si U ötait positif^ il pourrait se faire que les systömes rela- 
tifs aux autres hjpothcses, par ezemple le Systeme -(u^ (qui ne changer 
rait pas de forme) , ou les systemes (D), (i?0 (dans lesquels il faudri^it 
phaoger le^ si^nes ^ en <^, et röciprpquement), fus^ent encpre satisfaits^ 
Ceci fait roir que dans Tordre du calculi Thyppth^se qui consiste a sup- 
poser quB le corps se d.ötache du plan sans percussion ni frottemei^t^ doit' 
avoir la prioritiä sur les autres; c'est-ä-dire qu'elle ezclut les autres 
hypotkeses^ mSme quand les condiliQns relaitives ^ pelles-.ci se, trouvepf 
verifi^es: au Ueu que cette premi^re hypoth^se une.fois exciue par la 
relation U<^Oy l'ordre dans lequel on essaiera.les trpis autres systen^es(y^ 
(B), (^0 ^t indifferent^ puisque dj^s lors un seul de 9es ßjst^mes /pf^% 
se trouver y^rifi^. Tous ces r^sultats n*oot rien que de conferme ä Top^ 
dre logique des idöesj et si Tanalyse qui sert a les ötablir^ ofire quelques 
chose de trop mioutieu;^, nous pensons qu'on l0 pardonnera ep raison de 
la nouveautö du suj^. 

13. Lorsque T est nuli ce ^ui arrivait dai^s les cas de la spb^rp 
et de lellipsoÄde, trait^S pröcödemment^ la valeur de P se trouve ^£ale 

a ^9 que le frottement soit surmonl^ ou non* Amsi>' pourvu seule» 

ment que U soit n^gatif, les inögalit^s (fi), {b% {b^ sont satisfaites d'elr 
les-mömes} Celles (c% (&0f (O ^^ r^duisent k 

±SU,<--eU3,, SU,>-^sUS,, —6U,>^iUS,. ./. 
Si la premiere de ces inögalitös n'est pas v^rifiöe, la seconde ou la troi- 
sienie le seront, selon que I7|!> ou <C0; d*Qu Ton coodut que la vitessa 
du point de contact au premier iilstant du mouVement* sera de m^me 
signe que Z7,; et commoi dans le cas oü le cprps vi^nt.frtippei' le plab 
fixe, Ui exprime la vitesse du point de contaot avant le cboc, estimde 

CrtITc t loornal d. M. V. Bd. 3. Hfr. 3^2 
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parallelement avx x^ il en faat conclure que aa vitesse aprea le chcc, 
gera dirig^a dans le mdme aena. 

Maia dana le caa gönöral, et lorsqae la r^sitance da frottement est 
aurmont^^ le point de contact ae mouyra dans le aens des x positives oa 
fiögati res^ seien qae lea quantites 27^7^ — S^U, SU^ — UT seront de mdmes 
aignes ou de signes contraires: or de lä ne dörive pas la n^cessit^ que £^^ 
aoit positif dans la prämiere hypoth^se, et nögatif dans la aeconde; les 
Titeases da point de contact, paralleles aax x, pourront donc dtre dirig^es 
en 9enB contraires, avant et apris le choc. 

Mr. PoissoDi ä qui Ton doit d'aroir remarqu^ cette circonstance^ 
dana les deux mömoires cit^s plus haat, en conclut la n^cessitö de par- 
tager ep deax p^riodes distinctes, le temps extrdmennent coart, pendant 
leqael s'opöre le choc du corps contre |le plan. En effet, obserye^t^il, 
uns percassion n'^tant qu'une somme de pressions qui se succ^dent dans 
nne darie trös courte, et le frottement total la aomme des froltementa 
partiels, correspondants k chacune de ces pressions, il faut concevoir quo 
la Titesse da point de contact, dirig^e d'abord, par exemple, dans le aens 
des X positires, s*^täint gradaellement jusqu'ä ce qu'elle seit nulle; apr&a 
qaoi, la ritesse croissant de nouveau dans le sens des x negatives, le 
frottement s'exerce aussi dans une direction contraire: il faut donc caU 
cnler s^par^nient les effets de la pisrcussion et du frottement dans ces 
deux p^riodes, pendant lesquelles celui-ci s'exerce suivant deux direc« 
tions oppos^s« 

Mais nous ferons d'abord remarquer que cette Opposition dans les 
eignes de la vitesse, avant et apr^s le choc, n'est qu*une application parti« 
euli&re des formules du N^7., d'aprös lesquelles la composante parallele 
au plan fixe de la vitesse du point de contact, doit en gönöral £tre diri« 
göe suivant des droites diff^rentes, avant et aprös le choc« II faudrait 
donc, d'apris le m£me principe, considörer la vitesse, et par cons^uent 
le frottement, comme variant en direction par degrös insensibles, depuis 
Celle qu'elle avait avant le choc josqu'ä celle qu'elle prend apr^s le choc. 
II faudrait donc distinguer dans la dur^ inappröciable de la percussion une 
infinit^ de p^riodes distinctesj ou plutdt, si Ton savait comment la pres- 
aion ^l^entaire Tarie pendant la dur^ du choc, et quelle est cette 
dnr^ il faudrait integrer des formules analogues k Celles du N^ 1., et d^- 
daire de cette int^gration toutes les circonstances du mouvement, relati- 
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▼es ä rinfitant qui termine le choo« Mais on n« peut appröcier en ai>» 
cttne fa^on ni la dan^e do choc, ni la loi suivant la^uelle la preBfion et 
le froUexnent Tarient pendant cette ^uröe: Ißs caicula que nous yenont 
d'indiquer aeraient dono inexteutables; et par la möme raifion; dimf le 
cas particulier qui a doanö matüre a ces remarques , on n'aurait aacim 
moyea de connaStre TiDStant ob la Titesse du point de contact a obanfii 
de signe» ni de caiculer söparöment les deux piriodes du choß. 

Nous obserreroDS en outre que, si Ton a bien suiyi les explicar 
tions qui pr^c^dent, on doit comprendre que lea formules relatives au 
premier instant du mouvement sont les mömes, soit que le corps yienne 
choquer le plan fixe, ou qu'il subisse lui-mSme une percussion, ou enfia 
qu'il soit tirö du repos par Taction d*une force continue teile que la per 
santeur. Or dans ce dernier cas, les formules que nous venons de doDip 
ner sont d'une exactitude rigoureuse; et Ton ne pourrait subdi viser uo 
^ISment qui est, dans le sens absolu et mathömatique du txuiX^ infiniment 
petit Concluons en dono que la m^me analyse doit s'appliquer igale^ 
ment au choc, quand on en considere les effets comme sensiblement in» 
stantanöSy ce qui est jusqu'ici le seul moyen connu de les soumettre av 
calcul: car d'ailleurs, si Ton a ^gard a la röalit^ physique, et si Ton paiv 
vient k r^duire analjtiquement la th^orie de la percussion et du frotte^* 
ment a celle des actions k distancoi il est clair que Pobseryation de Mr^ 
Poisson est de toute justesse. 

Si Ton adoptait tout autre hypotb6se sur la nature du frottemenl^ 
que Celle de la proportionnalitö k la pression, on aurait des relations de 
forme \Tks difförente, qui pourtant devraient toujours, par la nature de 
la question, entraiuer des consöquences analogues 4 Celles que nous avone 
d^velopp^es» Mais il suffit k notre objet d'avoir indiquö cette nouydile 
application du calcul des inögalit^s, en partant de lliypoth^se commune 
ment adopt^e par les physiciens. On peut juger aussi par ce qu'on yient 
de lire, et d*apr^s les dötails donn^ dans le memoire prdc^dent, de la 
complication que prendraient les calculs, si Ton avait a considörer Tae* 
tion du frottement en plusieurs points de contact: les remarques que ee 
iujet comporte trouveront peut-dtre leur place dans uii autre artide. 
VillierSi pris Paris^ le 8. juin 1829. 
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18. 

Anwendung der dliptlschen Transcendenten auf die 

sphärischen Polygone^ welche zugleich einem kleinen 

Kreise der Kugel eingeschrieben und einem andern 

. umgeschrieben sind. 

(Von HeVrn Stud. Bichdot za Königsberg in Fr.) 



L 

Xn^ dem ersten Hefte des dritten Bandes dieses Journals hat der Herr 
Professor Jacob i das Problem: ^,die Relation zwischen der Distanz der 
Mittelpuncte und den Radien zweier Kreise zu finden^ Ton denen dereine 
einem unregelmäCsigen Vielecke eingeschrieben, der andere demselben 
umgeschrieben ist" auf die Elemente der elliptischen Transcendenten zu- 
rückgeführt 

Wenn man auf diesem Wege die bekannten Relationen für das 
Dreieck u. s. w. ableitet^ so wird dies durch folgende einfache Betrach- 
tong sehr erleichtert, wonach aus der Bedingung für das n Eck ohne 
Weiteres sich die für das 2/2 Eck ergiebt. Nennt man nemlich, jener 
erwähnten Abhandlung gemäfs^ B! und r' die Radien der Kreise für das 
8/2 Eck, und a' die Distanz ihrer Mittelpuncte, während bei dem /zEcke 
diese Grölsen respective durch R^ a und r bezeichnet sein mögen; be- 
i^eichnet man ferner den ersten Winkel des 2/2 Ecks am Mittelpuncte C 
durch 20& und beim /2Eck durch 2»^^ indem beide Polygone wieder von 
dem festen Puncto P aus, wo die durch die Mittelpuncte des grolsen und 
kleinen Kreises gezogene Linie die Peripherie des gröTsern Kreises schnei- 
det, consfruirt sind, so ist der analytische Ausdruck für die Relation obi- 
ger Art bei einem 2nlSä6ky welches nur einmal die Peripherie durchmifst: 

n ' 

WO K und f nach der in obiger Abhandlung gebrauchten Bezeichnung 

«US folgenden Gleichungen sich bestimmen r 

n 



am(ir) SÄ -^ und am(0 



2 
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80 dal^ die elliptischen Integrale: 

/oV(l-t^sia(p-) == ^ ""^ y]V(l-J8in9») = ^^ 
gesetzt Averden^ worin c die in der oben erwähnten AbhandlilDg ge- 
brauchte willkürliche Constante x bedeutet. 

Der analytische Ausdruck für das /lEck wird hingegen: 

n * 

worin : 

am(/) = «a, 
und daher 

A«_ ö^ 

ist« 

Hieraus folgt , dals 

2t' = t 

ist, und folglich die Formeln für die Verdoppelung der elliptischen 

TraAscendente gelten, welche Herr Legendre in seinen Exercices p. 25. 

gegeben hat, wenn man statt cp» a, und statt (p^y a^ schreibt 

So erhält man: 

'1. tang7«s =^ tang«A(d() 
und 

Aus (2.) folgt: 

8in«*=: 2__ COS«' =s 2-1: 2., tanea* t= S— — 

1+A^ l+A^ co8a. + A«/ 

was in (1.) substituirt, giebt: 

3. (A«)« = cos«, + A«, 

Nach der oben angeführten Abhandlung ist aber: 

4. A(«0 = /"(l— C«»in(«J") = 5^, C08(«a) sa: ^^, 

5. I—CC a= 1— XX = \ ' -, 

Dieselben Formeln gelten für a, R', a' und r\ 

6. A(()0 == ••(i-e"«in(aO*) = 57^» c»»«) — «qip» 

- , _ (/}/— fl/)»_> 

/. *—«* — *—«»— (^TipppuTT« 

Seist man also; 
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JR + a n—a 

— p-- = Pi —p— = y'» 

M ist ftiu (S.vnd?.): 

Ferner giebt die Sabstitution von (4. und 6.) in (3.): 

woraus folgt: 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgte 

9P'*-P9'* = 9"-P'% 99"(P''-i)-PP''(9'*-l)==P"-r> - 
woraus man ableitet: 

Seist man diese Werthe ron ^ und p in die Bedingungsgleichung for 
das nEck, so erhält man die für das 2iiEcke 

Es ist die Euler sehe Bedingungsgleichnng für das Dreieck; 

und fiir das Vierecks 

(jR+c— r)(Ä— a— r)(Ä+a + r)(Ä— a + r) » r*, 
welcho nach Einführung per GröTsen p und ^, 

p » — ^ und y » "7~» 
folgende Form bekommen i 

(;i— 1)(7— 1) = 1 und C^«— i)(^-.i) s i. 
das Fünfeck findet man folgende sehr einfache Formel 9 welche auf 
ie längeren Bedingungsgleichungen der Herren Steiner und Fufs nach 
einigen Reductionen gebracht werden kann: 

Wenn man nun in diesen 3 letzten Formeln die Werthe ron p und f 
aus (8.) und (9.) substituirt, so erhält man nach Fortlassung der Stricho 
bei den Buchstaben p' und f': 
für das Sechseck: 




j 
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für das Achteck: 

l6/»vw-i)(f-i) = (;»•+?•- AT» 

für das Zehneck: 

Die hier aufgestellten Formeln für das Sechseck und Achteck lassen sich^ 
nach einigen Reductionen^ auf die von Herrn Steiner und Fufs ange* 
gebenen bringen. 

Substituirt man in die Formeln für das Sechseck und Achteck 
die Werthe von p und j aus (8. und 9.)» so erhält man nach Weglas- 
sung der Striche bei p* und / folgende Formeln: 
für das Zwölfeck: 

für das Sechscehneck: 

256pV(;>'-l)(y»-l). 

- v [p*j*-(p*-g"n(p*+j"-P*j*) /• 

II. 

Die Bedingungsgleichungen für das sphärische Dreieck und Vier* 
eck findet man auf folgendem geometrischen Wege. 

Es seien (Taf. III. Fig. 3.) auf der Kugel- Oberfläche cwei kleine 
Kreise gegeben, von denen der eine, mit dem Pole C und dem Abstände 
der Peripherie von dem Pole =/{> den andern mit dem Pole c und dem 
Abstände der Peripherie vom Pole = r, umschliefsen möge. Die Distans 
der beiden Pole, eben so wie /{.'und r, Bogen eines grölsten Kreises, heifte a. 
Aus irgend einem Puncto A des Kreises C lege man den Bogen eines 
gröfsten Kreises als Tangente an den Kreis c, und £war am Puncto üf, 
welche den ersten wieder in A^ schneidet; auf gleiche Weise £iehe man 
an den Kreis c die Tangenten A'A"^ A"A"' u. s. w., wo Ay A\ A" u. s. w. 
in der Peripherie des gröfsern Kreises C liegen, und AA'A". ... ein um* 
fchlossenes sphärisches Polygon ist, das dem Kreise C eingeschrieben 
und dem Kreise c umgeschrieben ist. Man lege durch cC einen gröls- 
ten Kreis, welcher die Peripherie des Kreises C, rechts in P und links 



2S4' 18b' BicAf lof , eini gtom^trUche Anwmiimgd§r ettipHschen Transeendentm. 

in Q schneidet, so dafs 

CP^R^ cPdsR^a und cQs=sÄ + a 
ist. 

Man nenne ferner die Winkel 

ACP 5= 2<P, A'CP ar 2(P', .^''CP =5 2(P'' n. S. W. 

Wenn man aber in der Figur von P aus eine Tangente obiger Art an 
die Peripherie des Kreises c legt und sie den Kreis C in P^ schneidet, 
so sei PCP'^^tß. 

Es gelten für die rechtwinkligen sphärischen Dreiecke Jjlfc und 
ji^Mc folgende 2wei Formeln; 

JJIT — cosjic ^^ cosfl cosa-|*8lnlt sfnqcog2y 



und 



Nun ist : 



cos 

€08 r coftr 

COS r cos r 



. AM A'M , . A'M AM . AA' 

Sin — o— cos -^ f» sm —5— coS'-^ = sm — ^ . 

Wenn man folglich setzt: 

cosHcosa ji / 8ioil8ina 

X SB — ^ und %' =i '. • 

Iposr co8r 

SO erhält man: 

10. 28inÄsin(<p'~.(p)=5 

Wenn man hierin 2^ = und 29^ = 2ß settt, so erhalt man eine Re- 
lation swischeni{, o, r und ß; welche nach l^nführung derWeiiihe von 
% und x' wird: 

/"{[cosr— co8(Ä— c)][cosr+oosBcosiDr-fainÄsinccos2ß]}J o^« « • ^ 

+ /"{ (cosr+cos(Ä— c)] [oosr— cosjR cos a— sinÄsin a cos2ßJ} f "^* 

Wenn man statt cos2ß und sinß dieWerthe dvrch tangß' ausgedrückt 
3Chreibt| nemlich: 

^Ai 1 — taou/J* , . ^ lan g/? 

SO erhalt man nach einiger Reduclion: 

V^([c08r-co5(H-^)]Htang/y'[co8r+co8(B+a)][cosr^co8(B-a)]}j_2^^ 
4.y^{[co8 r- co8(B-a)] • + tang/9^ [cosr-- cos( R + «>l[cosr + cos(Ä-a)]} f ^' 

Hieraus erhalt man nach einigen Reductionen folgende einfache Pomnel: 

U. tangß* r= -r-X — ^^ — 5 p . 
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Wenn man nun von allen sich schliefsenden /zEcken^ welche um den 
Kreis c beschrieben und dem Kreise C eingeschrieben sind^ dasjenige 
nimmt^ dessen eine Ecke in P liegt, und man die Ecken der Reihe nach 
P'y P" u. s. w. 1^"^*) nennt, so ist es klar, dafii in diesem speciellen Falle 
ler gröfiite Bogen Cc das /lEck in jswei gleiche und ähnliche Theile theilt. 

Hieraus folgt, dafs wenn man die Winkel alle von CP an nach 
einer Richtung rechnet und P^ eine beliebige der Ecken ist: 

^PCP^^) + j^PCP^"^^ = 29P ist 
bt daher /s = 2 ^, so ist c 

ZPCP^^ + /PCP^^ = 27r, j/PCP^ = Wf 
so dafs also die Ecke F^> in () fällt. 

Ist nz=^2h'{'l, so ist: 

ZPCP^^ + PCP^^*'^ = 2or, 
woraus folgt; 

MrcF^^(>= arcI^'^t^Qi 

also steht der Bogen F^ » ^P^ * ^ auf PP' senkrecht. 

Wepn man ferner die Berühningspuncte der Tangenten PP^^ PP'' 
u. 8. w. M'j ilf" u. s. w. nennt, so fällt für /i=aÄ-)-l, Jü^^^ln 4;en Dogen Cir. 

Für das sphärische Dreieck ist also: 



und daher: 

oder, da 
so ist: 



\ # 

voraus folgt; 
oder 



^ tiing Jrt ' 

1 — cos 2 ^ ^^_^ iangl^ — (nng(a — r) 
14-cüs2iff tangjB + taDg(a-Trr)' 



tangß' = ^";^+^T:"J . 
Dies mit der obigen Formel (11.) 

rt« p— -'^'n (-^ — ^)^ — sinr' _^ 8in(.R"|-g — r) sin (/t'^q-^>rj 

jangp — cüSÄ'^inr* ~ "^ ' ' co'sÄ^sinr- ^"^ 

gleich, gesetzt, giebt; 

in(il-|-r — q) ^^^ sin^yjrf'q — r)sip(B— -o — r) 
in(R+«-r) "^ ^^ cÖ8i{*'siiir* ^' 



sin 

sin 
oder 



( -- 



12. sin(Ä — « — r)sin(Ä4-^ — ^ = cos/fsinr*. 

CifHr'« Jmirfial d. M. V.Bd. ^ Hf!. 3*^ 
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Setzt maa den Radius der Kugel oo, und behält die GröTsen der 
2ten Ordnung, so erhält man: 

(jR_a— r)(Ä-f.a— r) = r^ 
welches die bekannte Relation für das Dreieck in der E^ene ist* 

In dem Falle, dals a = ist, haben beide Kreise einen Pol, wel- 
cher Fall der Concentricität der jswei. Kreise in der Ebene correspondirt. 
Es gilt daher die Bedingung: 

tangA s= 2tangr, 
für ein gleichseitiges sphärisches Dreieck. 
Beim Vierecke ist: 
ZPCP^+ZP^CP^'^ant und Z^CP'' = w, ZPCP = 2ß. 
Folglich, setzt man in der allgemeinen Formel 

2<P = 2ß und 2(p'= w, 
so ist: 

/•{[cosr— (cosÄcosc+sinÄsinaco82ß)][cosr+cos(Ä+c)]}J 23in;jcosrco^ 
+/"{[cosr+cosjR cosa4-sin£sinacos2ßJ [cosr— cos(Ä+ö)J}i 

Setzt man 

i={^ = C082ß und ^.^-^^—^ = cosß, 

SO erhält man: 

V{[co*r— cos(Ä — a)][cosr-|-co8(H-}-a)J+lang/?*[cosr*— cos(Il+a)*]}l . 

+V{[cosr+cos(Ä— a)] [cosr— co8(ii+a)]+tang/9*[cosr*--^os(ii-i-a)*]}) *"* ^^^* 

woraus man nach einiger Reduction erhält: 

/^« — C08.R* sinr* 

tangp — gia(/{^^)a_5i„^ai 

dies der obigen Formel (11.) 

na sin(Ä — a)* — aior* 

tangß* = — ^^ — ^Etz' — i 

gleich gesetzt, giebt: 

[sin(Ä+ö)*— sinr^[sin(Ä — ö)*— sinr«] = cosfi*sin/^, 
oder 

13. sin (R-^-a-^r) sin (Ä+a— r) sin (Ä — a+/*)sin (R — a—r) •= cos Ä*sin /-*, 
welche Formel Herr Steiner im 3ten Hefte des 3ten Bandes ohne Be- 
weis mittheilt. 

Setzt man den Radius der Kugel =oo, und behält nur dieGroTse 
der 4ten Ordnung bei, so erhält man die bekannte Formel für die Ebene: 

Setzt man a = o, so ist ^ _ _^ . 

tanglr = Stangr": 
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die Bediogungsgleicliiing hei einem gleichseiiigen sphäriflchen Viereck, 
welches dem Kreise /{eingeschrieben und dem kleinen, zvl demselben 
Pole C gehörigen Kreise r umschrieben ist 

Obgleich endlich beide Formeln, die für das sphärische Dreieck 
und Viereckf nur für den speciellen Fall berechnet sind, iäü eine £cke 
derselben in P Hegt, so wird es sich später sei gen, dafii sie auch für 
jedes beliebig liegende Dreieck und Viereck gelten ; inlbm allgemein der 
Sats bewiesen wird: 

„Wenn zwischen ^wei kleinen Kugelkreisen, von irgend einem Puncto 
des greiseren aus, sich ein geschlossenes sphärisches Vieleck von 
der Art beschreiben läfst, dafs die Seiten Tangenten des kleinen 
Kreises werden, und der gröTsere ihm umgeschrieben sei, so läftt 
sich von jedem andern Puncto des gröTsern Kreises ein geschlossenes 
sphärisches Vieleck von obiger Besphaffenheit und mit eben so viel 
Seilen beschreiben^'^ 

III. 
Vermittelst der elliptischen Transcendenten kann man die vorre- 
legte Aufgabe in aller Allgemeinheit lösen, indem ipan sie auf dioThei* 
lung dieser Transcendenten curückfuhrt. 

Nimmt man in (Taf. 111. Fig. 2.) eine an j^^i^ unendlich nahe Tan*> 
gentoDZ)^ an, so dafsD^ und D'A' unendlich kleine Grölsen sind, so ist: 

Z^DJU^ 180^— ZMD'ji' und jLAMBz^ ZA'MB*. 
Wenn man sich aber der früher angegebenen Bezeichnung bedient, so ist; 

^Z) =B sinfiö(2(p), ^'/y«= sinÄa(2(P0, 
sin AB : sin AM » sin AMB : sin ABM^ 

»in A'D'; sin A'M=^ sin A' M B^ .sin MB' A% 
also 

l//i [cos R cos a -f- »in JB sin g cos (2 op)] * \ 
a(2y) _ rV cosr* J 

d(2(p') i/A [cosflco8fl-t-siDflsinaco 8(2yO]'\» 

vv~ ' ^5i7^ ; 

oder, wenn man % und x' wieder einführt, nenilich: 

cos R cos a « / sinR sin a 
% aas > und x' s»: >- , 

cos r cos r 

SO erhält man: 

14 ^(2y) „ a(2y0 

V[l-(y+j^'cos29)*] '^ VTi— t*+Vco8 29/)^- 
Set£t man nun: 

33* 



258 . ll8i Richtlot, eine geameirische Anwendung der eÜiptischen Transcendenien 






cos2y)] 



SO lat 



n(2<po «= n(2(p) + n(2ß) 

das vollständige latBgral, indem die der Differentialgleichung (14.) will- 
kürliche Constaflte desselben dadurch bestimmt wird^ dals sie^ da für 
(p = 0, (p'=ßist, =n(2ß) wird. 

Nach einer^ der Ton Herrn Professor Jacob i gegebenen analogen 
Bezeichnung ist: 

n(2(p') = ü\ n(2(p) = u, n(2ß) = 7; 

und 

2(p'= AM(JJ'), acp = AMiV), 2ß == AM(T), 
und daher 

das vollständige Integral der Differential »Gleichung (14.)* 

Das algebraische Integral derselben aber ist die Formel {\Q^\ 
2sinÄsin((p'— <p) = /"{[l — (x + x'cos2(p)][l + (x4-x'cos2(P')J} 

+ /'{[! + (» + »' cos2<p)][l — ()t+x'cos2(pOJ}- • 
Aber wenn 

m = Ä + )d'cosa(p und m' =2 it + x'cos2(p' 

ist, so wird das algebraische Integral: 

^((1 — ;w)(l+7w0) + /"((! +w) (1 — ^0) = 2sinÄsin(<p'— (p). 
Hier ist sinil die Constante^ welche aus der letzten Formel und dem 
Differential derselben: 

*'{A(i-'»)(i-'^0)-/-((i+'«)(i+'»0)}.{f9^^ + '^0^) 

= «in B. cos (<p'— $) (3 2 <p — a 2 (p'), 

eliminirt, 

a2y ^ Q2(f' 

'(l_(x^x'co»29))*) ~" V^(l_(x+x'co829i')*) 
l^iebt. 

IV. 



oder 



Die Constanten X und %' geben folgendes constänte Verhältnils: 
cosücoso :sinüsina:cosr = x:x^:ly 



cos (iß — c) : cos(jR + a) : cosr = (30 + O •• (» — *0 • ^j 
welches in unserer Figur ist: 

cosPc : cos QC\ cos r ss (x -f- xO = (*— ^0 • ^' 
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Man kann dies anwenden um die Multiplication obiger Transcendente 
iiir jeden beliebigen Winkel 2ß zu construiren« 

Da nun aus (11.) die Relation zwischen ü, a^ r und ß gegeben ist, 
nemlich: 

xangp — cos Ä* sin r* ' 

SO. kann man hieraus und durch die zwei Gleichungen 

cos R cos a i Bin R sin a 

cosr cosr ' 

für jedes ß, % und x'^ Ry a und r bestimmen. 

Während nemlich in der Ebene r und a für jedes beliebige « 

und ein festes R bestimmt werden kann^ ist hier r und a schon durch 

R allein gegeben , und folglich ß für jedes R constant, da es ja auch 

nur einen kleinen Kreis giebt der zu, dem gröTsern um C eine solche 

Lage hat^ dafs 

cos(A — a): cos (B-{-^) : cosr 

ein constantes Verhältnils wird. 

Es ändert sich also^ mit dem jedesmaligen ß auch das Ry und 

zwar nach folgender Gleichung^ welche man erhält wenn man in (10.) 

(P = e und (p'=ß macht: 

,1; ni-(x+xO].y'[i+x+x^co82/?i+ni+x+xq.\r[ i-x.. y/cos2/y] _ ,.^ »' 

ID. j^^^ sin lt. 

a und r bestimmt man dann aus den Gleichungen für % und x^ nemlich : 



16. tanga = — cotangJR, 



und 



17. cos r" 



cosR*8inH» 



x»sinü*-j-x^cosÄ*' 

Um also den Winkel 2(p' zu finden, der die Eigenschaft hat dals 

n(2(po = n(2(p) + n(2ß) oder ü'7= ir+ T 

isty beschreibe man zwei kleine Kreise um einen beliebigen Puncf C, 
deren Lage und GröTse durch die Gleichungen (15., 16. und 17.) bcr 
stimmt sind, mache P(7^ = 2(p (Taf.IIL Fig. 2.), und legeAA' als Tan- 
gente an den Kreis c, so wird PCA'z=z2(p^ sein. 

Legt man von A^ eine 2te Tangente A^A^^ an den Kreis c, so ist, da 

PCA'' = 2<P'' 
ist: 

n(2(p'o = n(2(po + n(20) « n(2<p)+ an(aß), 

oder} wenn nach der Torigen BeseiohnHng • 



I 
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ist: 

Schneidet die nach einer Richtung gelegte /2te Tangente den Kreis 
C in ^^"^ und ist PCA^''\ nach derselben Richtung genommen, a= CKp^''^ 
so ist: 

oder wenn 

2(p'* a= AM{P^''\ 

ist * 

Um einen Winkel (p^''^ zu finden , von der Eigenschaft dafi 
n(2(p^"^) = n(2(p)+/2n(2ß) oder U^^'^^U+nT 
iei> lege man von A' eine zweite Tangente an den Kreis r, husA'^ wo diese 
den großem Kreis schneidet, eine dritte u. s. w«, alle nach einer Rich- 
tung. Es wird dann ^^"^, wo die /2te Tangente den grölsern Kreis schnei- 
det, so beschaffen sein, dals man erhält: 

nach derselben Richtung gemessen. 

Um endlich einen Winkel 2ß„) von der Beschaffenheit zu finden, 
dals folgende Gleichung Statt findet; 

19. n(2ß,) = /in(2ß) oder T^^^^nT, 
worin 

aß^^AIum 

ist, darf man in der obigen Construction nur (psso machen, oder die 
/i Tangenten von P aus zu legen anfangen. 

V. 

Die analytische Bedingungsgleichung für die Lage und Grofse 

sweier Kreise ist, damit von eifern beliebigen Puncto A aus ein umge- 

zchTossenes sphärisches /i Eck von obiger Beschaffenheit den Bogen 2(p„ — 2<p 

in der Peripherie des greisen Kreises von^ aus durchmesse, die Formel (18.) : 

n2(p(„) = n2<p + nU2ß oder C^"> » U^nT. 

Wenn man K' durch die Gleichung 

AMfJC) 1= 2w, 
bestimmt, d. \u 

n(2»)«=jr', 

setzt, so ist, wenn i eine ganze Zahl ist. 
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n(2/v+2(p) = n(a/7r)+n(2<p), 

20. {oderi ron beiden Seiten AM genommen^ 

2iflr + ^JIf.i7=: AM{iK'^U)y 
denn Beides folgt ans der trigonometrischen Natur des Integrals Ü^ wel- 
welches mit Q.is periodisch ist. 

Setzt man also in (18.): 

' 2(p„ — 2^ = 2i9r, 
in welchem Falle das von A aus constimirte Vieleck sich in A schlieftt^ 
80 ist, da nach (20.) 

n(2(p,)— n2(p = na/« 

l»t, 

21. na/« == Tx.naß, 

die Bedingangsgleichunc fiir das sich in A schliefsende Vieleck. 

Da in dieser Formel (p gar nicht vorkommt , so kommt es auf 
den Ort des Anfangspunctes A nicht an. Es ist hierdurch der Lehrsatz 
von (III.) bewiesen, und die Einschränkuirg erlaubt, ron P aus das Viel- 
eck zu construiren. 

So ist das vorgelegte Problenn über die sphärischen Vielecke auf 
die Theilung der elliptischen Transcendente 11(2^) oder K' in /iTheile 
zurückgeführt, und es ergiebt sich folgendes Theorem: 

Theorem 1« Wennü und r die groTsten Bogen sind, mit denen 
zwei kleine Kreise auf der Kugel um C und c beschrieben sind, von 
denen der eine einem sphärischen /lEck umschrieben, der zweite ihm 
eingeschrieben ist, und man den Bogen eines gröisten KreisesjCcasa 
setzt, so ist immer 

y^«/g a(2y) J_ r^ ^ d{2q>) 

V[l — (x+Ä'cos2y)*] "" nJ ^ >^[l— (x+x'co829)»]' 

wo i die Anzahl der Umläufe des Vielecks durch die ganze Peripherie 
bedeutet, und ß, % und %* durch folgende Gleichungen bestimmt werden: 

^- 9\n(R — a4-r)8iD(B — a — r) cosflcosa / sinilsina 
tanÄß*== ^ 'pa ; — 5 -— , '.Jfcss , Jfc'= . 

Hieraus erhält man zugleich die analytische Bedingungsgleichung zwi- 
schen R, a und r; will man sie algebraisch ausdrücken, so geschieht 
dies mit Hinzuziehung des algebraischen Integrals (10.) unserer Diffe- 
rential-Gleichung: 

Al-(^+*'co82«p))V-(l + «+,'pos2<P7{ ^ asinÄsin((p'-(p). 
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VI. 

Es ist wünschenswerlh das obige elliptische DifiPerential in die 
gewöhnliche Form der elliptischen Transcendente £u transformiren , um 
da.i|n die Aufgabe von der Kugel auf die bei ^m Ebene im AUgemei« 
nen curückzuführen» 

Hiezu dient folgende Transformation : Die gewöhnliche Form der 
elliptischen Transcendente, welche auch bei der correspondirenden Auf- 
gabe in der Ebene vorkomiy^t, i$t ^ 

Unsere war (14.) .... 

V^tl-(x+x>cosi9)»r 

Um letztere in erstere zu tk*ansformiren , setze man: 



twg<P;^l/(J=^')tang^; 



09 

80 dafs <f> und \p zu gleicher Zieit saO und ^^y ^^^^^'^- 
Setzt man den Factor von tangt/^, =^9 ^^ ^^^ 

d(2<D) = -i '^-^ . 

^ (1-j-^» lang ip*) cos V^* 

Ferner ist 

/*(!— (x + jc'cos2(p» Ä \r(l + (K+x'cos2(p))v^(l— (x + x^cos2(P)). 
Setzt man nun: 



C0B2(P = 



so ist 



i — iangy* ^__ 1 — g^ iangyj^ 
Irf-tangy* l+^Mang^ 



Ferner erhält man; 

=• y V i+g* taagv/^ y • V l^ +*»°6^ (i--(^-aco) (i+(x+ >co7 • 

Aas dea drei leisten Formelo iblgt't 



I • 



.C - 



. _ .,': ,T,.;. ; . VX- ii^.')^^»- -'"'^') 



18. Richälot^ eine geometrische Anwendung der elliptischen Trcmseendenten, 263 

Da dies die Form des gewöhnliclien elliptischen Differentials ist, und 
die CoDStruction der Multiplication und Addition desselben in der No. 1. 
erwähiiten Abhandlung angegeben ist, so hat man auch die Construction 
unseres obigen Differentials auf jene frühere jBurückgefiihrt. 

Wir haben oben für das sphärische n Eck obiger Beschaffenheit 
die Bedingungsgleichung (21.) gehabt; 

n(27r) = nn(2ß), oder Ä' = n. T, oder 

7^» ^ a(2y) r^ß a(2y) 

^ V(l — (x+x'co82<)p)») ^ V o \^(1 — (?c+«'cos2y)»)* 

Hieraus wird jetzt 

so dafs zwischen ß und ^ die aus der Transformation abgeleitete Be- 
dingungsgleichung statt findet: 



Wenn man aber 



4x' _ a 



setzte und die Bedingungen yon I. wieder angewendet werden, nemlioh; 

/ — r ^^ — F« X — A^ ^ F^ 

und 

am/ == a, amii 5?= -^-, 

so ist das letzte Integral: 

F^ =: /iF« oder SlK s= nt. 

Dieses ist aber die Bedingung für ein n Eck in der Ebene^ un4 daher 

folgendes Theorem aufzustellen: 

Theorem 2. ,|Die analytische Bedingungsgleichung fsrein /zEck 

in der Ebene^ damit es einem Kreiße eij).-,uad .dem Rindern vmgeschrier 

ben sei, welche 

2K = nf 

isty für deq Modul gekommen: 

4x' 



c* 



giebt, Terbunden miit der Formel; 

Crtlle'i Joartitl d. M V. Bd. ^,l\U. 34 
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den «raten Fplarwinkel 2ß^s=iPCP^ von [einem sphärischen Vieleck mit 
eben so vielen Seiten , welches £U 2 kleinen Kugelkreisen dasselbe Ver- 
halten hat, deren GröTse und Lage durch die Formeln (15., 16. und 17«) 

tanga = — cotangÄ, cosr" = -r-^— in-j — ; dT 

bestimmt wird. 

VII. 

Wenn man statt der GröTsen % und x^ ihreWerthe zurück setzt : 

cos R cos a ^/ sin Ü sin a 

80 erhält man: 



cosr ' cosr ' 



. (R — a+r) , (R — a—r) 
4 / I A Sin ^ jr— i — ^ Sin ^ ^ 

. 1— (x+xQ _ 2 2 

^ l_(x— X') ~ . (/J + a + r) . {R^a—rY 

Ferner wird: 

2 ^^_^ cosr ' • 

^ ^ ' ^sm — i^^^ Sin ^.1^ ^ cos j cos ^ ) 

endlich wird: 

^ ^___^ 4x' _^ sin i? sin g cos r 



(l+X+x'jl— (x^xO i// . i^f g + r . (fl + a— r) R—a—r R—a + ry 
^ ^ ' ^ ^ y^aiü— 2 sm^^ ^cos ^ cos 7f^^) 

woraus folgt: 



1 — c* = 



lang — 4r— !— tang 



2 '^ 2 

Hienach wird das allgemeine DifTerential : 

cosr 



Ä— g+r JR— g — r , ü + ci+r . if +<,— ,}» 

fCOS 2~^^* 2 *"* hp!— 8U1 !^ ^ 

c|^ 

// rosrsipfi sin g sin y* V 

l/ I R — a+r R—a — r . fl + a + r . R+a — rl 
V y cos 2^^^ 2 **** — *-2"-^»« — S ) 

Die Formeln aus No. I. für cosa und 1 — cc mögen jetzt ver« 
glichen werden mit den Ausdrücken für diese GroXien auf der Kugel. 
Es war: 
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cosei^ OB -s-< — , l'-^cc 



und für die Kugel •Oberflächet 
Mit' Anwendung der Formel: 

f. R—a—r . R—a+a 

tangß == ,/ (— ^-j— — -_-_^ hang« 
erhält man endlich folgende Gleichungen: 

/B— o + A, /R_-a— r\ /Ä— a\« . 

tang ^ 2^-) lang \—^ ) [—-) - 1 




und 



R ^a^ r ^ R^a — r (R + aY 4 

iang — 'g ' ^ tang — ^y— ^""7^/ ~ * 

- . H — aA^r , R — a — r R — o + r R — a — r 
4 sin ^-i— siq ^ cos ^— cos : ^ 

cocÄ*siiir* 
. R — a-|-r . R — a — r\ 

. Ä + a + r . R^a — rl W r ) *)^ 



Ism ::: — = — Sin 



woraus folgt:* 



T> I I 2sm \ ' cos jr-J — -/DI \ I . 

09 J^ + g + ^ 55 2 sin (it + r) + 810 a 

r "^ cos ü sin r "" cosüsinr ' 

• '^"1"'°^ — ^ JR — Q — r 

JR + g — r _ ^Sin ^ cos ^ ^ sin (fl — r) + sin g 

r cosi^sinr cos U sin r ' 

. Jt — g+ r JR+g + r 

T> I 2sin jr — ' — cos — f^ ' »■■ , fjj^^ V 

-R — g+r 2 2 sin (it ■fr) —^sina 



23. 



:24. 



w^mm^^ßß 



25. 



r cosJRsinr cosÄsinr ' 

^ . R — g — r -R-l"^ — y 

it — Q — r 2 2 sin(J( — r) — smg 

r "" cosüslnr ' cos R sin r 



Es folgt hieraus: 



R^ tangii , ^ — sing > ' 

r "^ tangr r """ cosJRsinr 

34* 
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Es finden sich diese Formeln alle beim Dreieck und Viereck bestäiigt^ 
und im Allgemeinen gilt daher folgendes Theorem: 

Thorem 3. ^^Wenn man eine Bedingungs- Gleichung «wischen B.^ 
a und r für ein /zEck in der Ebene hat^ welche dem Kreise i{ ein- und 
dem Kreise r umgeschrieben ist, und man folgende Substitution anstellt:- 

11 tang R a sin a 

r taog r ' r cosü sin r ' 

SO erhält man unmittelbar die correspondirende Bedingungs- Gleichung 
zwischen R^ r und a auf der Kugel -Oberflache für ein sphärisches Po- 
lT£on von eleich vielen Seiten.*^ 

^ vm. 

Wir wollen dies Theorem am sphärischen Dreieck und Viereck 
obiger Beschaffenheit prüfen^ wofür in No. IlL die Fornieln (12. und 13.) 
auf geometrischem Wege abgeleitet sind. 

Die Formel für das Dreieck in der Ebene ist: 

(Ä + a— r)(Ä— a-^r) = r*, 
hieraus folgt aus (23. und 25.) für das sphärische Dreieck: 

sin(Ä + ö — r)sin(Ä — a — r) = cosl^sinr*. 

• 

Die Formel für das Viereck in der Ebene ist: 

(Ä + a— r)(Ä— a— r)(Ä + a + r)(iR— a-f-r) = r*} 
hieraus folgt aus (22., 23. , 24. und 25.) für das spärische Viereck: 

sin(Ä+a + r)sin(Ä + a — r)sin(ll — ö + '')«in(Ä — a — r)==cosil*6inr*. 
Beide stimmen mit den obigen völlig überein. 

Die Formel für das Fünfeck in der Ebene war: 

Dieses giebt, wenn man für p und ^ die Werthe setzr^ 

p =5 — ' — und ^ = : 

i<£t:)!.S=?£.(«i^).;S=±zr)^._((ifc^L-z!),((ik^ 

Da nun aus den Transformationsformeln (22. , 23., 74. und 25.) 

(H+g)« (H — g)» _ / 8itiB*co8r»~8ing» y 
r^ * r^ ~ \ cosÄ*8inr* /* 

SO folgt für das sphärische Fünfeck folgende Bedingungs- Gleichung: 

4(sinlPcosr* — sinö")*sin(Ä + ö — r)sin(B — a — r)cosil*sinr^ 

:=[cosil*sinr* — sin(Ä+a+r)siB(B-f a— r)8iü(ß— a+r)sin(Ä— a— r)J\ 



1 






1 -, 



i 

Vi 
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Die Formel für das Sechseck in der Ebene ist: 

r* * r* ^\ . r* / * \ r* / 

Auf ähnlicbem Wege als beim Fünfeck erhält man für das sphärische 
Sechseck folgende Formel: 

4(8iniPco8r*— 8ino»)'8in (Ä+o+r)8in (Ä+a— r)8in (Ä— a+r)8in (R—a^r) 
= [cos Ä* sin r* — sin (Ä+«+r) sin (R'\-a—r) sin (R—a-^-r) sin (Ä—o— r)]*. 

Die Formel für das Achteck in der Ebene ist: 
Aus denselben obigen Transformationsformeln (22., 23., 24. und 25.) folgt: 

16 (sinn* cos r» — sin o»)*co8R*8in r* 8Ui(H+a+r) 8in(ll+«-^) 8in(Ä-o+r) sinCR-o-r) 
=r [co8Ä*8mr*— 8io(R+a+r)«in(li+a— r)8in(Ä— a+r) 8Üi(H— a— r)]-». 

Königsberg, den 1. Mai 1829. 
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19. 

Über ein neues Princip der Geometrie und den 
Gebrauch alJgemeiner Symbole und unbestimmter 

CoefEcienten, 

(Von Herrn Prof. Plücker zu Bonn.) 



1. in neuester Zeit ist die eine groC^e Hälfte der Geometrie, die von 
Gröfsen- Bestimmungen unabhängig ist, und die H. Gergonne aus die- 
sem Grunde G^'o7Wtf7r/> de Situation ^gentiiMit hat, mit besonderer Vorliebe 
ausgebildet worden. Hier ist es, wo die verMhiedenen Projections- Me- 
thoden, vereint mit dem principe de continuit4f auf eine überraschend 
leiohte Art zu einer unzähligen Menge von Resultaten führen. Hier ist 
aber auch das Feld, wo die Vortheile der allgemeinen analytischen Me- 
thode sich am augenscheinlichsten darstellen. Ein Symbol^ das die all- 
gemeine Gleichung der Linie irgend einer Ordnung bezeichnet, stellt 
mithin auch alle möglichen einzelnen ebenen Curven dar, die man durch 
irgend eine Projections-Art einer, als gegeben betrachteten Curve dieser 
Ordnung erhalten kann. Wir brauchen also hier nicht zu projiciren. Die 
reinen Situations- Beziehungen gegebener Curven oder Flächen zu ein- 
ander sind durch Gleichungen zwischen den, diese Curven oder Flächen 
vertretenden Symbolen und unbestimmten Coefficienten gegeben: wir brau- 
chen also hier nichts von der Proportionen -Geometrie (nicht die harmo- 
nische Theilung, nicht die Theorie der Transversalen) zu entlehnen^ 
auch nicht in den einfachem Fällen, die das Projections- Verfahren nach- 
her zu verallgemeinern lehrt Und endlich die Theorie der idealen Chor- 
den, die Hauptgrundlage des fruchtbaren principe de continuite, ist nach 
meiner Ansicht nichts Anders als eine geometrische Umschreibung der 
algebraischen Theorie der imaginären Wurzeln solcher Gleichungen, i:u 
denen man gelangt, wenn man die Coordinaten zwischen den Gleichun- 
gen zweier Curven eliminirt: das Princip ist also schon von selbst in 
der allgemeinen analytischen Behandlung enthalten, und hat hier nichts 
Gewagtes, wie in der rein geometrischen Behandlung , für welche mir 
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dasselbe I dessen ungeachtet, die schönste und eine noth wendige Erweite* 
rung däucht. 

Das, was die beiden in Rede stehenden Methoden mit einander ge* 
mein haben und wovon bei den alten Geometern^ die mit ängstlichef Ge- 
wissenhaftigkeit alles Einzelne zusammenreihen, fast keine Spur vor- 
kommt, sind jene allgemeinen Gesichtspuncte oder Principien, unter 
denen sie die Sätze zusammenfassen und dadurch aus einzelnen bewie« 
aenen Sätzen sogleich viele ableiten. Hierhin gehören zunächst die Theo- 
rie des Projicirena und das principe de continuite, deren Vortheile, nach 
dem oben Bemerkten, in der Verbindung allgemeiner Symbole vermittelst 
unbestimmter Cocfficienten einschliefslich enthalten sind. Hierhin gehört 
die Poncelet-, Gergonne sehe Theorie des polaires recipro^ues {principe 
. de duQlite)y die jeden Satz verdoppeln lehrt und die nur ein specieller 
Fall des Princips der Variation der Constanten ist, über das ich bereits 
schon an einem andern Orte einige Andeutungen gegeben habe und das 
ich später mit aller Ausführlichkeit behandeln werde. Hieran reiht sich 
endlich auch dasjenige neue Princip, von dem am Ende dieses Aufsatzes 
kurz die Rede sein wird, nach welchen man sogleich alle Sätze der linearen 
Situations* Geometrie auf die Curven irgend einer beliebigen Ordnung im 
Allgemeinen, und insbesondere auch auf Kreise etc. übertragen kann. 

Zuvörderst ist es aber noth wendig zu zeigen, wie solche Sätze, 
die sich auf den Durchschnitt von geraden Linien beziehen, sich, in- 
dem man sie direct angreift, vermittelst allgemeiner Symbole und unbe- 
stimmter Cocfficienten beweisen lassen. Hier mufs ich mich auf ein 
Paar Beispiele beschränken, die einen Theil einer gröfsern Abhandlung 
bilden. Neue Sätze zu beweisen, liegt hier natürlich nicht in meiner Ab- 
sicht^ wohl aber, nebenher wenigstens, durch ein passendes Beispiel zu 
belegen, wie jeder hierher gehörige Satz, auch der zusammengesetzteste^ 
sich ohne Mühe der Methode schmiegt. Hiernach wendete sich meine 
Aufmerksamkeit auf ; ei/ie Gruppe von Sätzen die im Maihelte des Jahres 
1828 der zu Montpellier erscheinenden jdnnales des mathematiques 
sum Beweise vorgelegt worden ist, und die mir vorzugsweise elegant 
schien. Diese Auswahl mufste mir um so passender scheinen, als seit- 
dem durchaus nichts weiter über diese Gruppe von Sätzen erfolgt ist, 
und wie ich jetzt glauben mufs, auch ihr Urheber dieselbe nicht bewie* 
sen hat, da sie zum Theil falsch sind. 
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Beispiele des Gebriiuclis allgemeiuer Syml)ul6 und uabesüinrnter CoSfficientenl 

2. iiWenn die Seiten cweier Dreiecke sich, paarweise genom* 
meny in solchen drei Functen schneiden, die in gerader Linie liegeni so 
erhält man aufserdem noch /sechs Durphschnittspuncte. Wenn man je 
£wei dieser sechs Puncto durch gerade Linien verhindet^ so erhält man 
fünf und vierzig neue Durchschnittspunctei von denen (die obigen drei 
in gerader Linie liegenden lonitgerecjinet) sechsjsig fnal drei in gerader 
Linie liegen.'' 

Wir wollen die Seiten der beiden Dreiecke durch die Gleichungen : 
o SS 0, £ = Oy c = j c' = 0, Ä' = 0, c' = 
und diejenige gerade Linie, auf welcher die drei Durchschnitte dersel- 
ben liegen, durch: 

rf = 
darstellen. Alsdann sind die Bedingungen des vorstehenden Satzes durch 
folgende Gleichungen ausgedrückt: 

a^a'^d,^) br\'b^zs d, e + c'= d, 
oder auch, da über die gerade Linie 4 (deren Gleichung: ds=zO) durch- 
aus keine nähere Bestii):)mung im Satze vorkommt, durch folgende: 

ö + o' = A + i' = c + c^ 
Wir erhalten alsdann, »Is einzelnen F^ll des pbigen Satzes, folgende 
drei Puncto: 

die in gerader Linie liegen* 



*) Wenn wir dpirch a, a^ and d line/ire Au3ilrOcke von diu* Fori^ (/'^•^^'4"fi) beieich- 
neu« so erhallen wii^ wie bekannt, wenn die drei geraden Linien: 

ar=o, a^ = o, d z^ Of 
^urdi denselben Fand gehen sollen, folgende Bedingnngs- Gleichung i 

ffa-ir fi'af = d, 
in welcher f* und /»' iwei Co^fficienten bcseicbnen. Slatt dieier Gleichung können wir offenbar 
•nch die Gleichung des Textes aehmeni wenn wir unter a und a' Ausdriicke ton der allgemeinem 
Form {Jy'k'^» + ^) verstehen, 

••) Wenn (a) und (&) iwei Pupcle beseii:hnen, so stellen wir diejenige gerade Linie, die durch 
41ese beiden Puncte geht, durch (a, b) dtr{ wenn («) und (h) iwei geri^de Linien bezeichnen, so 
atellcn wir durch («, h) ihren Durchschnittspunct dar. Hiemach ist [(«, h), (tf,d)], oder, was wir 
hiermit Ükr identisch nehmen, C«»*/ «>d], wenn {«), (l/), (0 and (d) Puncte bedeuten, derDurcb- 
»chnitt der geraden Linien (a>&) nnd (^ d); wenn aber jene Buch|taben gerade Linien bedeuten» 
diejenige neue gerade Linie, welche die beiden Fqncte (a» b) und (r^ d) yerbindet. 
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Nach unserer Methode greifen wir diesen Satz ganz direct, oder, 
wie man sich hier auch ausdrücken kann, rein synthetisch an. Wir 
bilden zunächst die Gleichung für die geraden Linien (b^ cT) und {b\ c\ 
dann für {ay cO und {a'j c)y dann die Gleichung für die gerade Linie: 

\[a, {b,c'; b'c)], [Ä, {a, c's a'c)% 
und z\iigen endlich^ dafs diese Linie auch durch den dritten Punct 

[c, («, b'i a', b)] 
geht. Wir kommen hierzu ungemein leicht auf folgende Weise: 

Aus der Bedingungs-Gleichung: , 

folgt : 

b^c' = c—b'. 

Da also die beiden Theile dieser Gleichung identisch sind, stellen 

1. Ä-r-c' =3 0, c — Ä' = 0, 

dieselbe gerade Linie dar^ und diese Linie geht, wie die Form der ersten 

dieser beiden Gleichungen (die eine algebraische Folge aus den Glei* 

chungen 4 = und c' = ist) zeigt, einerseits durch den Punct (ä, c'), 

und, wie die Form der zweiten Gleichung zeigt, andrerseits durch den Punct 

(6', c) j ist also keine andere als die gerade Linie (ä, c^- ä', c). Diese Liniii 

wird also durch jede der beiden identischen Gleichungen (1.) dargestellt. 

Ganz auf ähnliche Weise, oder auch durch blofse Buchstaben- 
Vertauschung, erhalten wir für die geraden Linien (et, c^j n^c) und 
(ö, Ä'; r/, b) folgende Gleichungen: 

2. ö — c'»=0, c — o'== 0} 

3. a — Ä'£= 0, b — ö'= 0. 

Hiernach sehen wir sogleich, dafs die drei geraden Linien (6, cU b\ c), 
{a, c'; a\ c) und («, Ä'; ö'ä): 

c — 4'=0, ä — c'=0, b — ö' =s 0, 
respective von den geraden Linien: 

ö = 0, Ä = 0, c =» 0, 

in solchen drei Functen geschnitten werden, dia in gerader Linie liegen. 
Denn, wenn wir die bezüglichen Gleichungen addiren, so kommt: 

ö + c — Ä'=o, o-f-Ä — c'=sO, Ä + eJ — ö'=:0: 
Gleicliungen , deren erste Theile unter sich identisch sind und identisch 
mit dem ersten Theile folgender Gleichung: 

Cretle's Juurnal c). M. V. Bd. ^, II ft. 35 
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3. Auf ganz ähnliche Weise können wir den Beweis führen^ Ha[ö, 
folj^ende drei Punctc 

[a' (Ä, c's y c] , [b' (a, cO ö' c)] , [c' (a, b's a\ Ä)] , 
in gerader Linie liegen, was auch sogleich aus der Symmetrie der Be- 
dingung»- Gleichungen in Beziehung auf a, ä, c und o', b% c' hervor- 
geht. Und zugleich erhalten wir hiernach auf der Stelle für die Glei- 
chung dieser geraden Linie aus (4.) folgende: 

Wenn wir die beiden Gleichungen (4. und 5.) addiren, so ergiebt 
sich, mit Berücksichtigung der Bedingungs- Gleichungen: 

6. rf = 0. 
Es gehen also die drei geraden Linien (4., 5. und 6), mithin drei von 
den sechszig im Satze der vorigen Nummer bezeichneten geraden Li- 
nien, durch einen und denselben Punct. In der 5. Nummer werden wir 
einen zweiten Beweis desselben Satzes geben. 

4. Es ist bekannt, dafs diejenigen sechs Durchschnitte der Sei- 
ten des Dreiecks a'b'c'j die nicht schon in die gerade Linie d fallen, 
auf einer Linie zweiter Ordnung liegen, und somit folgt der Satz der 
2. Nummer unmittelbar aus dem Pascalschen Satze vom eingeschrie- 
benen Sechseck. Mir kam es hier, indem ich den Schlufs dieses Auf- 
satzes im Auge hatte, darauf an, einen solchen Satz zu beweisen, der 
sich blofs auf den Durchschnitt von geraden Linien bezieht, und den 
Beweis blofs durch allgemeine Symbole und unbestimmte Coefficienten 
zu fuhren. 

Der Kürze wegen wollen wir die sechs Puncte (Winkelpuncte des 

eingeschriebenen Sechsecks): 

(Ä,äO, ib,c% (c,b% \c,a% ia,c'), (a,b'), 
durch : 

(1),- (2), (3), (4), (5), (6), 

bezeichnen, so dafs'also die geraden Linien: 

(T), (4), W, («0, (äO, («0, 

durch 

(3,6), (1,2), (3,4), (1,4) (3,6) (2,5), 

dargeistellt werden. Hiernach stellt z. B. die Gleichung (4.) diejenige- 

gerade Linie dar, welche durch diejenigen drei Puncte geht, in welchen die 

im nachstehenden Schema untereinander gestellten Linien sich schneiden: 
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(1,2) (2,3) (3,4) 

1(4,5) (5,6) (6,1), 
denn der Punct (1, 2) ist kein anderer als : [b, (r, a'i a, c*)] u. i. w. In> 
dem ^y^r die Aufeinanderfolge der Winkelpuncte des Sechsecks auf alle 
mögliche Weise ändern, erhalten wir 6.5.4.3.2.1=720 solcher ver» 
schiedenen Schemata» von denen aber zwölf und zwölf dieselben drei 
Puncte bezeichnen, so dafs wir nur sechs zig solcher verschiedenen Li- 
nien erhalten. Der Kürze halber wollen wir die diese Linien darstel- 
lenden Schemata durch die Aufeinanderfolge der in diesen vorkommen- 
den Ziffern bezeichnen, so dafs z.B. das vorstehende Schema (7,) durch 
12 3 4 5 6 bezeichnet wird. ' Auf diese Weise erhalten wir für jene 
sechszig gerade Linien, die wir, der Kürze halber, Pascal sehe nennen 
wollen, folgende sechszig Symbole, die wir, mit Rücksicht auf das Folr 
gende, sogleich in zwanzig Gruppen zu drei ordnen. 



142536) 
162435 > I, 
152634) 

132546) 
162345} II, 
152643) 

132456) 
162354[ III, 
142653) 

132465) 
152364} IV, 
142563) 

123546) 
163245} V, 
153642) 



123456) 
163254} VI, 
143652) 

123465) 
153264} VII, 
143562) 

124356) 
164253} VIII, 
134652) 

124365) 
154263} IX, 
134562) 

125364) 
145263} X, 
135462) 



162534) 
142635} XI, 
152436) 

162543) 
132645} XII, 
152346) 

162453) 
132654} XI il, 
142356) ' 

J52463) 
132564} XIV, 
142365) 

163542) 
123645} XV, 
153246) 



163452) 
123654} XVI, 
143256) 

153462) 
123564} XVJI, 
143265) 

164352) 

124653} XVIII, 
134256) 

154362)' 
124563} XIX, 
134265) 

145362)* 
125463} XX. 
135264) 



5. „Wenn die Seiten zweier Dreiecke, paarweise genommen, 

äich in solchen drei Puncten schneiden, die in gerader Linie liegen, so 

gehen diejenigen drei geraden Linien, welche die diesen Seit«^ gegenr 

, überliegendcn Spitzen der beiden Dreiecke verbinden , durch einen und 

denselben Punct." 

. Bei derselben Bezeichnung, .als in der 2. Nummer, iitid diese knfi 
sich in demselben Puncte schneidenden geraden Linien folgende; 

(ä, bi *', i'), (o, O- o'r'), ib, ts 6'cOi • 
für deren Gleichungen wir, ganz ähnlich Wie io der eben genannte^ 

35* 
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Nummer, aus den Bedingungs- Gleichungen: 

a + a' = b + b' z:^ c + c' 
folgende erhalten: 

8. a — i = 0, oder — (ö'— äO = Oj 

9. a — c = 0, - — («' — cO = Oj 
10. 6 — c = 0, - r- (Ä'— cO = 0. 

Ziehen wir die Gleichungen (8.) von den Gleichungen (9.) ab, so erhalten 
wir die Gleichungen (lO.), Es gehen also die drei bezüglichen geraden Li- 
nien durch denselben Punet, und somit ist der vorstehende Satz bewiesen. 

6. Wenn wir wieder von dem einschreibbaren Sechseck ausge- 
hen, 80 sind die drei geraden Linien (8.), (9.) und (lOO keine anderen als 
diejenigen, denen folgende Schemata entsprechen: 

jj 12,1 1,4 [4,5] 3,4 4,1 [1,6] 1,2 2,5 [5,4] 
15,6^6,3 [3,2] 6,5 5,2 [2,3] 4,3 3,6 [6,1] 
mithin die zweite, dritte und erste Pascal sehe Linie der XVI. Gruppe. 
Hiernach finden wir durch ZiflFern- Verlauschung, dafs auch die drei 
Linien jeder der übrigen 19 Gruppen in demselben Puncto sich schneiden. 
Dasselbe können wir auch" direct für jede dieser Gruppen auf 
folgende Weise zeigen. Nehmen wir z. B. die drei Linien der I. Gruppe, 
denen folgende Schemata entsprechen: 

1,4 4,2 [2,5] [1,6] 6,2 2,4 1,5 [5,2] 2,6 
5,3 3,6 [6,1] [4,3] 3,5 5,1 6,3 [3,4] 4,1 
äo können wir diese Linien, indem wir von den eingeklammerten Li- 
nien -Syc^bolen abstrahiren, durch die Durchschnitte der drei Linien 
(1,4), (4,2) und (2,6) mit den drei Linien (6,3), (3,5) und (5,1) construi- 
Ten. Es liegen aber die übrigen drei Durchschnitte dieser beiden Li- 
nien-Systeme in gerader Linie, denn das Schema: 

j2 il,4 4,2 2,6 
(6,3 3,5 5,1 
entspricht der 2. Linie der XL Gruppe. Und somit ist nach der 5. Num- 
mer das zu Beweisende dargethan. (Wenn wir durch andere Durch- 
schnitte die drei Schemata (11.) construirt hätten, so hätten wir statt 
(120 2^®i solche Schemata erhalten, die den beiden übrigen Linien der 
XL Gruppe entsprechen.) 

Man kann hiernach den allgemeinen Pascalschen Satz mit dem 
eben bewiesenen in folgende Aussage zusammenfassen: 
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Wenn in eine Linie zweiter Ordnung ein beliebiges 
Sechseck beschrieben ist. und man bildet drei Dreiecke» 
swei aus den zweimal drei gegenüberliegenden Seiten, und 
das dritte aus den drei Diagonalen desselben» so liegen die 
neun Spitzen dieser drei Dreiecke auf solchen drei geraden 
Linien» die in demselben Puncto sich schneiden. 

Solcher Durchschnittspuncte erhält man für dieselben sechs, auf 
dem Umfange einer Linie zweiter Ordnung beliebig angenommenen Puncto» 
zwanzig verschiedene. Diesen zwanzig Puncten entsprechen die zwan- 
zig Gruppen der 4. Nummer. 

7. Von den zwanzig Durchschnittspuncten dreier und 
dreierPascalscher Linien liegen fünfzehn mal vier in ge- 
rader Linie» so dafs solcher gerader Linien durch jeden 
Durchsch nittspunct drei verschiedene gehen. 

So liegen z.B. die vier Puncto, in welchen sich die drei Linien 

jeder von den folgenden vier Gruppen schneiden, in gerader Linie: 

123456) 123405) 124356) 124365) 

163254[ VI, 153264} VII, 164253J VIII, 154263) IX. 

143652) 143562) 134652) 134562) 

Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir wiederum keinen andern 
Satz zu Hülfe zu nehmen als den Pascalschen. Der Kürze wegen wol- 
len wir denjenigen Punct, in welchem sich drei Pascal sehe Linien 
schneiden, durch die dieser Linien -Gruppe beigesetzte römische Ziffer 
bezeichnen, so dafs also z. B. die vier Puncto VI, VII, VIII und IX 
nach dem Vorstehenden in gerader Linie liegen. Wir wollen ferner 
die drei durch den Punct I. gehenden Pascalschen Linien in derjeni- 
gen Ordnung, wie sie sich in der ersten Gruppe finden, durch I», I«, h 
mit den beigefügten Ziffern 1, 2, 3 bezeichnen und dem entsprechend 
alle, übrigen, so dafs z. B. die gerade Linie 134652 durch VIII3 bezeich- 
net wird. 

Hiernach liegen auf der Pascalschen Linie VI. die drei Puncte: 
13. (1,2 j 4,5), (2,3} 5,6), (3,4} 6,1). 
Durch den ersten dieser drei Puncte geht auch die Pascalsche Linie: 

134562 oder IX3, 
durch den zweiten Punct die Linie: 

123465 oder VII,, 
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und endlich durch den dritten Punct: 

124356 oder VIII,. 
Wir können also die drei Puncto bei (13.) auch auf folgende Weise be- 
zeichnen : 

((1,2), 1X3) ((5,G), VII.) ((3,4), VIII.). 

Weil diese drei Durchscbnittspuncte in gerader Linie liegen 9 so liegen 
die Durchschnitte Ton 

(1,2) mit VII, und VIII,, 

(5,6) . 1X3 - VIII., 

(3,4) . 1X3 - VII,, 

alle sechs auf einer Linie zweiter Oi-dnung. Nun ist aber sogleich aus 

unserer ßezeichnung ersichtlich, dafs 

VII, und VIII3*) so ^vie VIII, und VII3 sich auf (1,2), 
1X3 - VIII3 - - VIII, . IX, - . (5,6), 
1X3 - VII3 - - VII, - IX, - . (3,4) 
schneiden; so dafs mithin jene sechs auf einer Linie zweiter Ordnung 
liegenden Puncto sechs der neun Durchscbnittspuncte der beiden Linien- 
Systeme : 

VII,, VIII,, 1X3 und VII3, VIII3, IX, 

sind. Die drei übrigen Durchschnitte, nemlich 

(VII,, VII3), (VllI,, VIII3), (IX„ 1X3), 
welche keine andere sind, als die drei Puncto VII, VIII und IX, lie- 
gen also in gerader Linie. 

Wenn wir die Ziffern 5 und 6 mit einander vertauschen, so ver- 
wandelt sich die VlIL Gruppe in die IX. , und diese gegenseitig in jene, 
die VI. Gruppe in die VII., und diese in jene. Es liegen also auch die 
drei Puncto VI, VIII und IX, und mithin alle vier Puncte: VI, VII, 
VIII und IX, in gerader Linie«. 

8. Es bleibt uns jetzt nur noch zu zeigen übrig, wie die in Rede 
stehenden zwanzig Puncte sich zu solchen vier, die in gerader Linie 
liegen, zusammenordnen, und wie viele solcher Linien, die vier jener 
Puncto enthalten. 



^) Vir, und VIII, tiod die durch fulgcnde beidfn SHifmata Lezeicbnelfn LioieD*. 

1,2 23 3,4 , 1,3 3,4 4,6 

4,6 C,5 5,1 "°** 6.5 5.2 2,1. 
Bride Linien gehen also durch den Puncl ((1,2), (4,6)), der, vl<- leine B«rict)nnns anzfigl, atif der 
geraden Linie (1,2) liegt« 



19, Pluokerf über ein neues Princip der Geometrie. 277 

In der combinatoriscben Zusammenstellung der in swaneig Grup- 
pen geordneten sechszig Symbole (4. Nummer) ist Folgendes beobachtet 

6 5 4 
worden. Sechs .Elemente lassen sich auf . ' J ^ = 20 verschiedene Ar- 

ten zu drei combiniren, und also auf zehnfache Weise in zweimal drei 
Elemente theilen. So erhält man z. B. 1, 2, 3 und i, 5, 6. Schreibt 
man nun die drei ersten Elemente in die erste^ dritte und fünfte StellOi 
und die drei andern ^ nach einander, in die zweite, vierte uad sechstOi 
in die vierte, sechste und zweite, und endlich in die sechste, zweite und 
vierte Stelle, so erhält man die erste Gruppe: 

14 2 5 3 6) 
16 2 4 3 5} I. 

15 2 6 3 4) 

Diese Gruppe können wir also durch das Schema (455)1 wii* welchem 
folgendes ((23) ^ gleichbedeutend ist, darstellen. Indem man die drei er- 
sten Elemente, statt in der Aufeinanderfolge 123, in der Ordnung 231 
oder 312, und die drei letzten Elemente, statt in der Aufeinanderfolge 
456, in der Ordnung 564 oder 645 nimmt, bekommt man keine neuen 
Linien. Man erhält ebenfalls keine neuen Linien, wenn man die Per-* 
mutationen 123, 231, 312, und zugleich die Permutatiorven 456, 564, 645 
in umgekehrter Ordnung nimmt. Hiernach wird also die L Gruppe 
z. B. durch folgende gleichbedeutende Symbole dargestellt: 

/t23\ mi\ /132\ 

\456y' \4ö6y> \ö46y* 

Man erhält aber eine neue Gruppe, wenn man die Permutationen 123, 

231, 312 umkehrt und die Permutationen 456, 564, 645 nicht umkehrt. 

Diese neue Gruppe, die XL, wird z.B. durch folgende gleichbedeutende 

Symbole dargestellt: 

/123\ /132\ /321\ 

\654y' V456;> \4ö6;* 

Auf diese Weise erhalten wir die obigen 2. 10=20 verschiedenen Gruppen. 

» ~ •• 

Denjenigen vier Puncten VI, VII, VIII und IX, die, wie wir 
in der vorigen Nummer bewiesen haben, in gerader Linie liegen, ent- 
sprechen also folgende Symbole: 

/135\ /I36\ /145\ /146\ 

V246; » V245; > V236y ' V235/ • 

Es giebt also so oft mal vier Puncto, die in gerader Linie liegen, als 
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wir durch Ziffern- Vertauschung in iejfti letzten Spheipa, Schemata für 
neue Gruppen erhalten» 

Wir wollen zunächst untersuchen ^ wie viel neue Schemata wir 

auf diese Weise erhalten, in denen die Gruppe (<^qJ} ö^so 4ie VI. Gruppe, 

vorkommt, oder, was dasselbe heifst, mit yv:iß viel mal drei Puncten der 
Punct (VI) in gerader Linie liegt- 

Wenn wir das letzte Schema ansehen i so ist klar, dafs wir das- 
selbe unmittelbar hinschreiben können, wenn wir eine Gruppe desselben 
mit dem ihr in jenem Schema zugehörigen Ziffern -«Symbol, und die 
Stelle, die diese Gruppe einnimmt, kennen, {überdies ist leicht ersieht* 
lieh, dafs jenes Schema dieselben Gruppen umfafst, welche Stelle wir 
jenem Ziffern -Symbol auch anweisen mögen. Nun wird aber die VI. 
Gruppe durch folgende 18 verschiedene Ziffern -Symbole: 

/I35\ /351\ /513\ /I35\ /351\ /513\ /I35\ /351\ /5I3\ 
V246y^ {2^6}^ \246/' \^Q2)^ V462y' \462)* \624;» \^24)' \62i)' 



/531\ 
V642y > 



/315\ 
V642; ' 



/153\ 
V642; ' 



/53I\ 
V420y' 



/315\ 



/153\ 
V426y * 



/53I\ 
\2&i)^ 



/315\ 
V264y ' 



/I53\ 
V264y ' 



dargestellt, und noch durch eben so viele andere, indem man (24(3) ^i* 
(135) vertauscht u. s. w. Jedem dieser Ziffern -Symbole entspricht ein 

Schema, das wir nach di^m eben Bemerkten sogleich bilden können* 
Unter allen diesen Schematen sind aber nur drei verschiedene. Um 
diese zu bilden, braucht man nur die drei ersten der vorstehenden Sym- 
bole zum Grunde zu legen. Man erhält alsdann^ indem man denselben die 
ersten Stellen giebt, die drei ersten Schemata der dieser Nummer am 
Ende beigefügten Tafel. 

Wir sehen hieraus, dafs jeder der zwanzig Puncto, in welchen 

drei Pasc a Ische Linien sich schneiden, mit dreimal drei andern auf 

20 . 3 
drei geraden Linien liegen* Wir erhalten also im Ganzen — ~=15 

solcher geraden Linien, auf deren jeder vier von jenen zwanzig Durcli- 
schnittspuncten liegen. Hiernach erhalten wir folgende Tsife), in der 
wir die Klammern fortgelassen haben* 
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135 

246 



136 
245 



145 
236 



146 
235 



•351 
246 


356 
245 


341 
256 


346 
251 


5J3 
246 


516 
243 


543 
216 


546 
213 


365 
241 


361 
245 


345 
213 


341 
215 


615 
v243 


613 
245 


645 
213 


643 
215 


431 
256 


436 
251 


451 
236 


456 
231 


534 
216 


536 
214 


514 
236 


516 
234 


435 
261 


431 
265 


465 
231 


461 
235 


635 
214 


634 
215 


615 
234 


614 
235 


563 
214 


5.64 
213 


513 

?64 


514 
263 


163 
245 


165 
243 


J43 
265 


145 
263 


463 
251 


461 
253 


453 
261 


451 
263 


613 
254 


614 
253 


653 
261 


654 
263 


143 

256 


146 
253 


153 

246 


156 
243 



VI, VII, VIII, IX. 

VI, II, V, HL 

VI, X, IV, I. 
XII, VII, IV, XV. 

XX, vu, XI, HL 
XV, XIII, yiii, L 
xiy, n VIII, XX. 

XIV, V, 1%, IX. 
XII, XIII, X, IX. 

XU, XI, XIV, xvm. 

XVII, X, V, XVIIL 

m, XIX, IV, xviii. 

XVII, XIX, II, i, 

m 

XV, XIX, XVJ, XX. 



XIV, xiii, xvr, xviL 



:i45 346 315 31() 
216 215 246 245 

9« Der imEing^hge schon erwähnte^ in Gergonne*s A analen ^) 
zum Bewei&e vorgelegte Satz ist wörtlich folgender; 

Six pointSi pris arbitrairement 8ur le p^rimetre d'une conique 
quelconque, sont les sommets de soizante hezagones inscritset les poinfs 
de contact de soizante hezagones circonscrits (Carnot, Geometrie de 
Position) lesquels jouissent des propriet^s suivantes« 

') Thiuremcs sur ^Hexagrammum mysticam, prapof^f 4 demontrer par M. J. Steintr, d« 
Berlin. Gerg. Ann. volXVili. p. 339. 

Crfllc's Journal d. M. V. Bd. 2. Hft. 36 
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l^ Dans chacun des hexagones l^ Dans chacun des hexagones 

inscrits les points de concours des circonscrits, les droites qui joignent 
directions des cot^s oppos^s appar- les sommets opposös concourent tou- 
tiennenttous trois äuae m^me drohe testroisenun ]DSmepointP(Brian- 
D (Pasoal)y de sorte qu'on obtient chon)| de sorte qu'on obtient ainsi 
ainsi soixante droites D. soixante points P. 

2\ Ces soixante droites D con- 2^ Ces soixante points P appar- 

courent^ trois ä trois^ en un möme tiennent^ trois ä trois, k une m^me 
point Pf de sorte qu*on obtient ainsi droite d^ de sorte qu'on obtient ainsi 
ringt points p. vingt droites d. 

3^ Ces Yingt points ;> appartien- J^ Ces vingt droites d concou- 

nent, quatre k quatre, ä une m^me rent, quatre ä quatre, en un mdme 
droite 8y de sorte qu'on obtient ainsi point ta, de sorte qu'on obtient ainsi 
oinq droites ^« cinq points ta, 

4^ Ces cinq droites concourent 4^ Ces cinq points C9 appartien- 

en un mSrne point ts\ nent a une mdme droite ^^ 

5^ Les soixante points P sont les p6Ies respectifs des soixante droites D. 

6^ Les ringt points p sont les p6Ies respectifs des vingt droites d. 

7^ Les cinq points ta sont les pöIes respectifs des cinq droites 8. 

8^ Enfin, le point cs^ est le pdle de la droite 8. 

Nach dem Vorhergehenden sind S'' und 4"^ und mithin T^ und 8^ 
nicht richtigi und von 3^ an müssen wir Folgendes substituiren: 

3** Ces vingt points appartien- 3^ Ces vingt droites concourent 

nent ä quinze droites ly dont cha- en quinze points ta^ par chacun des* 
cune en contient quatre , de sorte quels en passent quatre, de sorte que 
que par chacun des vingt points pas^ chacune des vingt droites contient 
sent trois de ces quinze droites. trois de ces quinze points. 

4^ Les soixante points P sont les pdles respectifs des soixante droites Z>. 

S^ Les viWgt points p sont les pdles respectifs des vingt droites d. 

f)^ Les quinze points s^ sont les pdles respectifs des quinze droit«s 8^ 
Der zweite Theil der doppelten Colonnen folgt aus dem erstem 
unmittelbar nach der Theorie des pvlaires reciprognes. 

Neires Princip der SitiiAtrons« Geometrie. 

10. Die in der 2. und 5. I^ummer angewendete Beweis- Art, die 
sich auf alle Sätze über den Durchschnitt von ^raden Linien ausdeh- 
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nen Viht, können i/rir allgemein auf folgende Weise näher bezeichnen. Wir 
stellen alle gegebenen geraden Linien durch Gleicliungen wie folgende dar: 

a SS 0| b =: Of etc. 
Alsdann erhalten wir die Bedingungen, auf welchen ein solcher Satc be* 
ruht, durch Gleichungen von folgender Form ausgedrückt; 

1. JP (flr, 4, . • , ii,Vf.0.) = 0, 
in denen fi, Vf • • • unbestimmte Coefficienten bedeuten , oder, richtiger 
ausgedrückt^ solche Coefficienten, die wir nicht su bestimmen brauchen. 
In den Fällen der beiden angezogenen Nummern könnten wir solche 
Coefficienten ganz entbehren, und die entsprechenden Gleichungen wären: 

ö + c' = 6 + Ä' = c + c'. 
Alsdann sind also die Beziehungen der gegebenen geraden Linien zu 
einander vollkommen ausgedrückt, und wir können alle andern gera- 
den Linien, die durch die Durchschnitte der gegebenen bestimmt sind, 
durch Gleichungen von der Form; 

F(a, £, • • • /t, V, • • •) == 0, 
ausdrücken, in welchen fi,Vf • .• dieselben oben vorkommenden Coefficienten 
bedeuten. Wir erhalten also auf diese Weise direct die Gleichungen der- 
jenigen geraden Linien^ auf welche sich die Aussage des Satzes bezieht, 
welche wir alsdann unmittelbar aus der Form dieser Gleichungen er-* 
kennen. Die in der 2» und 4. Nummer ausgeführten Beispiele machen 
dies hinlänglich klar, ^in anderes Beispiel hat schon früher Herr Hei* 
nen im 3. Hefte des 3. Bandes dieses Journals mitgetheilt. 

11. Indem wir auf die angezeigte Weise den Beweis für einen Satz 
über gerade Linien führen, haben wir eine unzählige Menge von Sätzen 
bewiesen. Denn, wenn wir durch a, £, • • • nicht mehr lineare Aus- 
drücke, sondern allgemeine Functionen desselben beliebigen Grades zwi- 
schen zwei veränderlichen GröTsen darstellen, so behalten die Bedingungs- 
Gleichungen (I) ihre Bedeutung, so wie auch alle Gleichungen bis zu 
den Endgleichungen hin. Das Einzige fast, was sich ändert, ist die An- 
zahl der Durchschnitte. Wenn ein solches Beweis«- Schema vorliegt, so 
können wir dasselbe auf Linien jeder beliebigen Ordnung beziehen. Wir 
können hiernach, die Möglichkeit eines solchen Schema vor- 
ausgesetzt, auch ohne dafs ein solches vorliegt, aber allerdings mit 
einiger Vorsicht, jeden Satz der linearen Situations- Geometrie auf 
iiien jedes beliebigen Grades übertrag'^n. 

36* 
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12. Machen wir eine Anwendung liiervon auf die in §• 1. be- 
wiesenen Sätse, flo erhalten wir auf der Stelle folgende: 

Wenn auf einer gegebenen Linie mter Ordnung (d) sich drei Paare 
Ten Linien derselben Ordnung, a und a\ b und b'y c und c' schneiden^ 
so schneiden sich a^ b, c und a% b\ c' aufserdem noeb in sechs Grup- 
pen Ton //i^Puncten^ die auf einer Linie der 2mten Ordnung liegen. Aus 
der 2. und 3. Nummer ergeben sich alsdann folgende Sätze. Durch drei 
mal «wei der sechs Gruppen von m^ Durchschnittspuncten lassen sich 
drei neue Linien der /Tsten Ordnung legen^ die wir^ ähnlich wie bei Li- 
nien erster Ordnung, durch 

2. (flr, äO q', b)y (a, c^• a% e), (b c's b\ c), 
bezeichnen können. Diese werden^ respective^ von den gegebenen Li- 
nien mter Ordnung: 

c, Ä, Ä, 

in dreimal m^ Puncten geschnitten, die alle auf einer und derselben neuen 
Linie mter Ordnung (jg) liegen. Dieselben Curyen (2.) werden ^ respec* 
tive, Ton den drei übrigen gegebenen: 

c'y V, a\ 
ebenfalls in solchen 3m' Puncten geschnitten^ die auf einer 'Curve der 
mten Ordnung {h) liegen. * Die beiden Gurren {g) und Qi) schneiden die 
gegebene (ß) in denselben m' Puncten. 

In der Beweisführung der 5. Nummer ist folgender allgemeiner 
Satz enthalten. Diejenigen drei Curyen mter Ordnung , die durch fol- 
gendes Schema dargestellt werden: 

(3.) (a, bs a% ÄOf. (ö, CS a\ cQ, (Ä, c; Ä^ c% 
gehen alle drei durch dieselben m^Puncte. Solcher Gurren, die durch 
dieselben m' Puncto gehen, erhalten wir aufserdem noch dreimal drei^ 
nemlioh jedesmal zwei der Gurren (2) und eine der Gurren (3.)j was 
sogleich aus Acoent« Vertauschung sich ergiebt ^. 



*) Den fiBien S«ts der 9. Nammer über techt Pancte, darch welche sich eine Linie swei. 
ter Ordnung legen iSftt, können wir nicht, ohne Weiteres, auf Canren einer beliebigen Ordnung 
ansdehnen. Denn durch die beiden Durchschnitte von iwei Paaren gerader Linien Ififsl sich immer 
eine nene gerade Linie l^gen; nicht aber, im Allgemeinen, eine Linie Mter Ordnung durch die 
tw' Durchschnitte xweier Paare von Linien mter Ordnung. So lüfst sich i. B.« wenn wir auch 
hier die Beseichnung der 4. Nummer beibehalten, im Allgemeinen keine Linie mter Ordnung durch 
die beiden Gruppen von »' Durchschnitten (1.) und (3.) legen. Wir können aber, ond dies ist 
wohl tu bemericen» auch fdr den Fall linearer Gleichnngen die Gleichaog der geraden Linie (1. S.) 



^f'. 
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Wenn wir die Gergonnesche Einiheilung der Curven in Claa* 
8en *adoptiren wollen, so können wir unmittelbar nach der bekannten 
Theorie des polaires rSciprogues die vorstehenden Sätze verdoppeln. 

13. Was wir in der 11. Nummer von den Curven jedes beliebi- 
gen Grades im Allgemeinen gesagt haben, gilt mit gleichem Rechte 
auch von allen speciellen Arten der Curven eines beliebigen Grades, die 
durch die allgemeine Gleichung dieses Grades, in welcher zwischen den 
Constanten beliebige lineare Bedingungs-Gleichungen Statt finden, oder 
in welchen insbesondere gewisse Constanten Null oder ein für allemal 
bestimmt sind, dargestellt werden. Wenn in dieben Fällen 

a = 0, £ = 
zwei solche Curven darstellen, so stellt auch die Gleichung 

fia + vÄ = 
eine Curve derselben Art dar, worauf es hier eigentlich allein ankommt. 
Durch diese Betrachtungen gewinnt das in Rede, stehende Princip 
der Situations- Geometrie sehr an Fruchtbarkeit. So können wir z. B. 
durch a, £, • • • Ausdrücke von der Form 

oder von folgender Form: 

darstellen, mithin (bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten) 
auf Kreise oder auf gleichseitige Hyperbeln alle Sätze über den Durch- 
schnitt von geraden Linien übertragen. 

14. Für den Kreis z. B. erhalten wir hiernach aus dem Vorher- 
gehenden folgende Sätze: 

Wenn auf einem gegebenen Kreise (oder einer gegebenen gera- 
den Linie) sich sechs Kreise, paarweise genommen, schneiden, so schnei- 
den die zweimal drei Kreise sich überdies noch in sechs Paaren von 
Puncten« Durch diese sechs Puncten- Paare, zu zweien genommen, lassen 
sich noch drei Kreise legen. Von den neun Kreisen, die wir auf diese 
Weise, den gegebenen nicht mitgerechnet, erhalten, schneiden sich zwei- 

«af keine bestimmte Weise aasdriUcken, wenn wir aber die Symbole a, h n. s« w. keine andere Be- 
ftimmongen mtcheni als in der 2« Nammer. »-« Eine Gleichung wie folgende: 

fA a 'i' fi' a' zs y J + f' J', 
drfickt, allein fdr lich, wenn «t b, a' und h' linear sind , keine Beziehungen zwischen den beidg- 
lichen geraden Linien aus : wohl aber, wenn a, b, a* und b' von höherm Grade sind, Beziehungen 
■wischen den beaäglichen Linien höherer Ordnung« 
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mal drei Paare in jsweimal sechs solchen Puncten, die auf zwei neuen 
Kreisen liegen (Nro. 2.). Diese beiden neuen Kreise haben mit dem ge- 
gebenen dieselbe Chorde. (Nro. 3.). 

Wenn auf einem gegebenen Kreise sich drei Paare von Kreisen 
schneiden 9 so lassen sich im Gänsen sechs neue Kreise durch die zwei- 
mal zwei Durchschnitte von zweimal zwei derselben legen. Von diesen 
sechs Kreisen schneiden sich viermal drei in denselben beiden Puno- 
ten (Nr. 5). 

Es ist klar, dafs wir theilweise auch gerade Linien an die Stelle 
von Kreisen 9 wie überhaupt an die Stelle von Linien einer beliebigen 
Ordnung 9 deren Asymptoten parallel sind, Linien der (jn — l)ten Ord- 
nung setzen können. 

15. Man sieht leicht ein, dafs man nach dem in Rede stehenden Prin- 
cip auf diese Weise eine grofse Menge von Sätzen über die Durchschnitte 
(reelle oder ideale, oder über Berührungen) von Kreisen erhält, wenn wir 
nach einander von allen bekannten, namentlich auch von den einfachem 
Sätzen über die Durchschnitte von geraden Linien ausgehen und alle 
einzelnen Fälle discutircn. Und dann erhalten wir nach der Theorie 
des polaires rdciproques eben so viele Sätze über solche Linien zweiter 
Ordnung, die einen gemeinschaftlichen Brennpunct haben (confocale Li- 
nien zweiter Ordnung, Confocalen). 

16. Wir wollen mit einem letzten hierher gehörigen Beispiele 
fichliefsen. Folgender Satz ist bekannt. 

Wenn zwei feste gerade Linien gegeben sind, und man durch 
einen festen Punct P, nach beliebigen Richtungen, zwei gerade Linien 
Rieht und die Durchschnitte dieser beiden Linien mit den beiden gege- 
benen noch durch zwei neue gerade Linien verbindet, so liegt der Durch» 
schnitt Q dieser beiden letztgezoj^enen geraden Linien immer, wie wir 
auch die Richtungen der beiden durch den festen Punct P gehenden ge- 
raden Linien bestimmen mögen, auf einer festen geraden Linie, die 
durch den Durchschnitt der beiden gegebenen geht. Diese Linie bleibt 
auch dann noch dieselbe, wenn der biiher als fest betrachtete Punct P 
auf einer geraden Linie fortrückt, die durch den Durchschnitt der bei- 
den {repebenf?M liinien geht *). 

•) Wir !i6dd(So diesen Satt nach unsfrrr Mftho«lc Ifichl fol^fnirrü» »idl« 1i.wrl.irn Seien 

« = O, * = O, 



• 
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Die beiden gegebenen Linien und die beiden andern , welche die 
Puncte P und Q enthalten ^ nennt man Harmonicalen (foisceau har- 
monique). 

Durch Übertragung erhalten wir hiernach folgenden Satz: 

Wenn 2wei feste Kreise gegeben sind, und man legt durch ir- 
gend zwei Puncte, die mit den Durchschnitten dieser beiden Kreise auf 
demselben dritten Kreise liegen, irgend zwei neue beliebige Kreise, so 
achneiden diese die beiden festen gegebenen Kreise in solchen viermal 
£Wei Puncten, die sich noch durch zwei Kreise verbinden lassen. Die 
80 bestimmten zwei Kreise schneiden sich in solchen zwei Puncten, die 
auf dem Umfange eines und desselben Kreises bleiben, wie wir auch durch 
jene beiden Puncte zwei beliebige Kreise legen, und wie wir auch diese 
Puncte selbst auf dem Umfange des dritten Kreises annehmen mögen. 
Dieser s^ bestimmte vierte feste Kreis geht durch die DuH^P^hnitte der 
beiden gegebenen. 

17. Nach der Theorie des polaires rSciproques erhalten wir aus 
dem letzten Satze folgenden : 

Wenn drei confocale Linien zweiter Ordnung gegeben sind, welche 
dieselben beiden geraden Linien berühren, und man beschreibt irgend 
£wei beliebige Confocalen, die beide mit der dritten gegebenen die- 
selben beiden gemeinschaftlichen Tangenten haben, so haben diese bei- 
den Confocalen mit den beiden ersten gegebenen und festen viermal zwei 
gemeinschaftliche Tangenten, und es giebt noch zwei neue Confocalen, die 



die Gleichungen drr bcidrn grgtrbeneo geraden Linien, und 

m = o I ft = o, 
die GlcicLuDg^n der hcidrn aindern Linien, die sich in P schneiden, und endlich sei 

a = o 
die Gleichung derjenigen Linie, die den Puncl P ojit dem Durthichnitle too (a) und {h) verbin- 
det. Alsdano erhallen wir folgende L>dingiings-GIei(hungen : 

un«1 hirrnarh ferr 6\t Gleichungen der beiden Linien [(Of n«), (^» n}] und [(3| f/i)| (a« n)3, die siili 

in Q schn«'i({f n : 

a-— m = n — 5 = 0, fr — inc=sn — a ^=. o. 

Wenn wir diese beiden Gleichungen von einan'fer abziihen, koninil: . 

a — h = o, 

eme Gleichung «ii«* unabhängig ist >nn m und n und eine ^rr:k\\^ l.iuie darstellt, die durch A^t\ 

Dorf hsrbiiitt der beiden gegebenen Linien a und b {^«-bt. Wvv llarnionitalrn s nd dfionach durch 

Gleichungen von fulgendeii Formen dargestellt: 
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m 

Tier und vier dieser gemeinschaftlichen Tangenten berühren. Die bei^ 
den gemeinschaftlichen Tangenten dieser beiden neuen Confocalen um- 
hüllen eine vierte feste Confocale, die mit den drei gegebenen dieselben 
beiden gemeinschaftlichen Tangenten hat^ wenn wir unter den angegebe- 
nen Bedingungen für die beiden beliebigen Curven alle möglichen nehmen. 

18. Es drängt sich uns hier noch eine Bemerkung auf, die wir 
nicht ganz unberührt lassen können. Die vier festen Kreise des Satzes 
der 16. Nummer treten an die Stelle der vier Harmonicalen des an die 
Spitze dieser Nummer gestellten Satzes* Sie sind durch das System 
von vier Gleichungen t 

1, a s= 0, i = 0, a + Ä = Oy u — b = 
gegeben, deren Beziehung zu einander gerade dieselbe ist, als für den 
Fall gerade Linien. Neben den vier Harmonicalen stehen nach der 
Theorie ditlßolaires r^cipro^ues vier harmonische Theilungspuncte einer 
geraden Linie: neben jenen vier Kr eis- Harmonicalen, um mich so aus- 
zudrücken, jenen vier harmonischen Theilungspuncten entsprechend, die 
vier festen Confocalen der 17. Nummer. 

Es ist nach dem Princip, das der Gegenstand dieses Paragraphen 
ist, klar, dafs vier Curven einer beliebigen Ordnung, die durch das Sj*- 
Stern von Gleichungen (1.) sich ausdrücken lassen, und also auch alle 
vier durch dieselben m^ Puncto gehen, den vier linearen Harmonicalen 
entsprechen, und dafs es in jeder Classe (Gergonne) Curven mit 772' 
gemeinschaftlichen Tangenten giebt, die den vier harmonischen Thei* 
lungspuncten entsprechen. Was für andere Eigenschaften sonst noch 
solchen Curven- Systemen entsprechen, kann uns hier nicht angehn; es 
liegt uns blofs ob, anzudeuten, wie die Theorie der harmonischen Thei- 
lung und der Harmonicalen, dieser Lieblinge der neuern Geometer, sich 
ins Unbegrenzte hin erweitern läfst. 

Bonn, am 6. August 1S39« 
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20. 

Solution d^une question relative ä la theorie mathematique • 

de la chaleur. 

(Par Mr. Lejeune^Dirichlet^ prof. de maöi^iii.) • 



1— TT 



JuA question qui va nous occuper et qui.a pour objet de d^termiqer les 
etats successifs d'une barre primitivement ^chaufföe d*une maniere quei- 
conque et dont les deux extr^mit^s sont entretenues a des tenop^ratures 
donndes len fonction du temps, a deja 6{6 rösolue par Mn Fourier dang 
un Memoire ins^rö dans le Vol. VIIL de la coilection de TAcadimie rojale 
des Sciences de Paris. La m^thode dont cet illustre giom^tve a fait 
usage dans cette recberche est une espece singuliere de passage du fini 
ä rinfini, et offre un nouvel exemple de la f^conditö de ce proci^dö ana- 
lytique qui avait dijk conduit Tauteur a tant de r.^sultats remarquables 
dans son gr.and ouvrage sur la tb^orie de la chaleur. J'ai trail^ la möme 
question par une analyse dont la marcbe diflfere beaucoup de celle de 
Mr. Fourier et qui donne lieu ä Temploi de quelques artifices de paU 
cul^ qui paraissent pouvpio* dtre utiles dans d'autres recherches» 



»^>T— — ^^— *■ " 1 ■ > 



Four simplifier les calculs, nous supposerons Tunite lin^aire qui 
est arbitraire^ tellement cboisie que la longueur de la barre seit ^gale k 
TSy cette lettre d^signant a Tordinaire le rapport du diametre ä la cir^ 
Conference. Soit x la distanpe d'un point quelconque de la barre ä Tune 
de ces extremit^s^ que nous nommerons la premiere extr^mitö. La tem- 
pörature du point x ä Tinstant t est une fonction z/ de x et de ty et c'est 
« cette fonction qui fait Tobjet de la question. Soit F{t) la fonction don- 
nöe de t qui exprime la tempörature a laquelle la premiere extr^mile 
est entretenue^ et soit de mSme f{t) la tempörature de la seconde ex- 
tr^mitöy F{t) et f(t) ^tant des fonctions arbitraires dont les valeurs sont 
donn^es pour toute valeur positive de t^ et d^signons enfin par <P(x) Ki 
temp^rature initiale du point dont Tabscisse est x. 
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Eq faisant abstraction du rajonnement lat^ral^ la fonction u doit 

Mtiafaire ä cette ^quation aux difförences partielles ^ = ^3~~t ^^^^ I^* 

quelle k d^signe un coefficient döpendant des propri^tös sp^cifiques de 
la substance dont la barre est formte. 

Four plus de simplicit^^ nous supposerons ^gal ä Tunitö le coeffi- 
cient k qu'il sera facile de rötablir k la fin du calcul^ de sorte que Töqua- 
tion pr^c^deilte se changera en celle*ci: 

'^ dt ~ 1^' 

Cela posöy la fonction cherch^e doit övidemment remplir les quatre con- 
ditions suivantes: 

l^ Elle doit satisfaire k Nquation (1.) quels que soient x et /• 
|2^ Pour x = Oy eile doit se rdduire a la fonction donn^e F(t). 
'3^ Four x==:or, eile doit se r^duire ä la fonction f(t) ^galement donn^e. 
^ '^\^'^. Lorsque t est nul^ eile doit cöincider dans toute T^tendue de la 

barre y c'est k dire tant que x est införieur ä tt, avec la fonction 

(P(x) qui exprime les temp^raturäs initiales. 

La question que nous arons k r^soudre se partage naturellement 
cn deux autres. On fera d*abord abstraction de la quatri^me condition 
et Ton cherchera une fonction t; de x et de ^ uniquement assujötie k rem- 
plir les 3 premi^res. U y a une infinit^ de fonctions qui satisfont 4 ces 
3 conditionSy et qui dififörent entre elles en ce qu'elles se röduisent k des 
fonctions de x diff^rentes entre elles par la supposition de ^=0} mais il suffit 
d'en obtenir une seule. Une pareille fonction v ^tant trouvöe^ on j fera 
iiszOf ce qui la röduira a une fonction ;k;(x) de x. On formera ensuite la 
difförence <p(x) — x(^) ^t Ton cherchera la fonction enti^rement döter- 
minöe u; de :r et t, qui satisfait ä l'öquation (1.) s'^ranouit pour :r=o 
et X'=^'K quel que seit ty et se r^duit k <P{x) — x{^) lorsqu'on y fait ^=0. 

Cette seconde question est rösolue depuis longteonps, c'est celle de 
la determination du mouyement de la chaleur dans une barre dont T^tat . 
initial est exprimö par (p{x) — x{^) «t dont les extr^mitös sont entret»« 
Dues k la temp^rature coro. Les deux fonctions v hI w dont il vient 
d'Stre question, ^tant ajouläes, formeront une nouvelle fonction de x et /, 
qui remplit Tensemble des conditions (2.). En effet, chacune d'elles sa- 
tisfaisant k Töquation (l.)# lour somme y satisfera ögalement. La pre- 
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miire se r^duisafit a F(f) pour «=:0, et la seconde s'^vanouisaant dana 
celte mdme suppositlon, leur somme remplira övidemment la aeconda 
des conditions (2.). II en est do mdme de la troisi^me de ces conditioDS. 
Quant a la quatriöme, il est ^galement manifeste qu'elle est satisfaite par 
la somme v-\r^ V^^ nousrenoasde former, v se reduisant kx(^) ei w k 
(p(x) — %(j?)9 lorsqu'on y suppose le temps nuL La somme v-j-w est 
donc la fonotion chercb^e u» 

La marche que nous venons d'indiquer reirient k assujeltir les 
deuz extremit^s d*une barre, Tune ä la tempöratureF(/)y Tautre älatem^ 

t 

p^rature f(t), sans supposer arbitraire Tötat initial de cette barre^ a coitr 
sidörer une seconde barre dont les extrömit^s sont entretenues a la fem" 
perature z^ro et dont T^lat initial est la diflerence entre Vi^iai initial ar- 
bitraire <P(x) et celui de la premiire barre, et a. ajouter ensuite les ex» 
pressions qui expriment les i^tats variables de ces deux barres» 

La recherche de la fonction v peut a son lour se döcomposer en 
deux autres questions plus simples; car il est övident que pour obtenir 
une fonction qui remplisse les 3 premi^res des conditions (2.), il suffit 
de chercher d'abord une expression v^ qui ^oit . assuJ42tie a la premi^re 
et ä la troisieme de ces conditions et qui s'övanouisse pour x ?= 0, et de 
d^terminer ensuite une seconde expression v^^ qui remplisse la prämiere 
et la seconde, et devienne ^gale 4 zero lor&qu'on y suppose x = fri la 
somme v^-^-iv'^ de ce$ expressions satisfera manifestement aux 3 pre** 
miöres des conditions (2.) et pourra par cons^quent 4tre prise pour v. 

Quant ä ces nouvelles fonotions v^ et v'^, il est facile de TOir 
qu*e]Ies peuvent dtre obtenues de la mdme maniere, c'est ä dire que Tune 
dVlIes la premi^re v\ par exemple, ötant trouyee, l'autre v'^ s'en deduira 
immediatement. II sufiira pour cela, de changer en /^(O la fonction ar- 
bitraire /(/) que renferme celte expression v^ et dy remplacer en m^me 
temps X par ir — x, II est övident que Tcxpression p' ainsi modifiöe sa- 
tisfera toujours ä Töquation (1.) et que pour x=0, x = ir eile se rö* 
duira respectivement äF(/) et a z&ro} eile pourra donc dtre prise pour v'\ 

Toute la dlfficultö du problSme que nous nous sommes proposö 
de rösoudre, se röduit doao a la recherche d'une: fonction t;^ ^de «: et de 
/, qui remplisse les 3 conditions de satitffaire ä Üöqtiation (i.), de s*^va- 
nouir pour x = 0, et de se r^duire i /(O lorsqu'on y fait x = '7r. 

37» 
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On «atisfait ä Wquation -^ = ^ par une Solution particuli^re 

de cette forme 

(3.) rcoseit-^ssindit, 

a d^signant une cpiantitö constante mais arbitrafre^ et r et ^ ^tant des 

fonetions de or et de a sans t. En effet, difförentiant Texpression pröc^- 

dente une fois par rapport k t, et denx foi» par rapport ä x, et ögalant 

les deuz rösultats^ il riendra 

^^co5«^4"5^^^»^^^ =^ cts cosctt ^^ ccr sinect, 

^qnation qui aura ^videnament Heu quels que soient x et t, si tes fonc* 
tiona r et ^ sont telles que Ton ait 

(4.) ^^=^(^s, 5-3.= -.«r. 

Cea ^quafiona diff^rentiellea simultan^es ^tant linöalrea et k coefficiens 

constans, il sera fäcile d'en trouver les integrales campl^tes^ et comme 

ces {quations sont Füne et Tautre du second ordre ^ les raleurs g^nöralen 

de r et de J renfermeront chacune deuz constantes arbitraires. Ces 4 

constantes penvent serrir k assujettir chacune des fonctions r et ^ ä deuz 

c^^nditions. Supposons qn^on les chaisisse de mani^e a avoir r = Oy 

^ = lorsque x'sizO, et r = l, ^ = 0, lorsqu'on fait xs^r. D^signant 

par JR et i9 les Yaleurs de r et ^ ainsi particularisdes^ nous aurons Tex- 

pression 

(5.) Rcosctt + ßBincLt 

qvkif outre qu'elle satisfait k Töquation ^ =: j^ jouit encore de la double 

propri^tä de s'^ävanouir pour xssO, et de se r^duire k cos »t, Torsqu'on 
y fait x=7r. L'expression pröeödente ^tant multipliöe par ^^(a)3Ä, 
^(«) dösignant une fonction enti^rement arbitraire de », et int^gröe de- 
puis »ssO jusqu^a »^^oo, donnera cette nouvelle fonction de x et de t: 

/" (Ä cos« f + *S sin «/) \^(a) ^Ä, 

qui satisfera ögalement a röquafion jj = j^, s'iranouira pour x = o, 
et deriendra /\l^(jx)cosatSci, lorsqu'on y fait x = or. La fonction 

\//(fc) et«nt arbitraire^ ön peut la choisir de maniire que Tintegrale pr^ 
cödehte devienne ^gale ä la fonction donn^ f(i), pour toute valeur posi- 
tive de t. La fonction ^(a) qui remplit cette condition, est d'apr^s le 
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th^oreme connu de Mr. Fourier (Theorie de la chaleur, paff. 431.) Celle 

que donne T^quation ^/;(a) = — / coaafifdi) Sfi, dana laquelle [i est une 

variable auxiliaire qul disparait par Tintögration d^finie. Si Von 8ub* 
Btitue cette valeur de ^^(^) dana Fexpression obtenue plus haut^ on aura 
cette nouTelle ezpression 

(6.) —11 (^Rco8Cit'\'Ssinut)f(ji)co8uiJLB»dii, 

qui remplit lea 3 conditiona de aatisfaire a röquation 37 ^^T~^' ^^ ^^ 

vanouir pour x = 0, et de devenir /(/) pour xsir. Cette ezpression 
peut donc ^Ire prise pour v'. Si Ton change ensuite x en "tt — x^ et /(f^) 
en F{y) dans Texpression präcödefhe^ on aura une nouvelle expression, 
que Ton pourra prendre pour v"^ et il ne restera plus qu'ä former la 
troisi&me partie iv de la Solution. 

Cette troisieme partie exprime^ conime nous Tavons vu plus hauty 
les ötats successifs d'une barre dont les deuz extremitös sont eniretenues 
k la texnpörature z^ro et dont Ntat initial es.t (p(x) — %(x), (p(x) ötant 
une fonction priraitivement donnöe et ^^(x) dösignant la fonction de x^ 
ä laquelle se r^duit la somme v' -^-v" 'ss, v^ lorsqu'on j fait ^ ss 0* Quoi- 
que d'apr^s ce que nous aTons dit plus haut il suffise pour la Solution 
de notre probelme, d'obtenir une quelconque des fonctions en nombre 
infini qui remplissent les 3 premi^res des conditions (2.)^ le choix de 
cette fonction n'est pas indifferent. Le caicul se simplifie d'une mani^re 
remarquable^ lorsque Ton prend j^our v une fonction teile que Ton puisse 
pr^voir, qu*el]e est la fonction %(x) ä laquelle eile se redult pour ^ = 0} 
car alors on pourra former immödiatement la troisieme partie Wy dans 
la composition de laquelle entre cette fonction %(x). La raleur de v 
pr^c^demment obtenue ne präsente pas cette facilitö, mais it est facile 
d'en obtenir une qui remplisse cet objet, en modifiant un peu Tanalyse que 
nous Tenons d'emplojer« C'est ce que nous allona faire roir en reprenant 
ce que nous ayons dit depuis que nous sommea parvenus a Texpression (5.). 

La rariable t ^fant remplac^ dans cette expression par t — ft, ft 
dösignant une nouvelle arbitraire inddpendante de «^ x et ty eile ne cessera 
pas de aatisfaire k l'öquation ^ = -k-^ et de a'^vanouir pour x=sO, quelle 

que aoit )a valeur positive ou negative de f, mais pour qc^v eOe 'irt^M^iA||^ 
röduira & coa«(/— fc). 
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Multipliant rexpression ainsi modifiöe par — f(ii)d»dijL et inti^ 

j;rant depuis /tessO, « = 0^ ju8qu'4 /xesop, «psn^op^ od aura cette nou- 
Telltf fonction de x et de ^ 

qui satisfait encore a I'^quation ^ 5= ^—7-1 s'i^ranoult pour x = 0, et 8e 
reduit ä 

lorsqu'on 7 £ait x = 7r« La valenr de cette integrale double e^t connue 
par le iheor^n^e de Mr. Fourier et Tintj^gration relative ä jit ne s'^ten- 
dant que depuis jc£=o jtisqu'a /i = (x?, cette raleur est /(/) lorsque / eat 
positify et ögal ä zöro, lorsque le temps t devient n^gatif« La formule 
(7.) exprime dono les ^tats variables d'une barre dont les deux extr^mi- 
tie ont ^lö entretenues k la lemp^rature ci^ro pendant tout le temps in-- 
fini ant^ieur a rinstant qui räpond ä ^ = 0, et dont la seconde extr^ 
mitd est entrefenue i la temp^rature /(/) a partir de cette ^poque^ la 
premt&re conservant toujours 1* tempärature zöro. Or il est Evident 
qu'une barre dont les deux extremitös ont öl^ assuj^^ties ä la temperature 
coro pendant un temps infinit a acquis dans tous h^% points cette mdme 
tetnpärature sdro. Donc» I'expression (7.) doit s'^vanouir pour toute ja- 
leur de x infärieure a ir^ lorsqu'on y fait ^ =b o« II seratt d'ailleurs fa- 
cile d'obtentr cette mdme cons^quence par le seul examen de Fexpres- 
iioo (7.) et Sans aucune consid^ration pHjsique. 

Prenant I'expression (7.) pour v' et Texpression qui s'en d^duit par 
le changement de /Qj) en F(ja) et de x en »— x, pour t;", la somme 
v'^v'' s'övanouira pour ^sO; la fonction %(x) sera nulle et la troi- 
siöme partle w sera Texpression des ^tats variables d'une barre dont lea 
deux extrömitäs sont assuj^ties ä la temperature ziro et dont l'^tat ini- 
tial est exprimä par la fonction connue (p(x). Cette froisiime partie w 
est donn^e par la formule suivante, dans laquelle le signe 2 se rapporte 
a toutes les valeurs positives et entiöres de if 

— S sin ixcr'^ ' / ^(pQjt) sin i> ^/i. 
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La valeur de v' (7.) est sous nne forme aasez compliqude. U en 
est de mdme de la seconde partie v". Ces deux expressions se simplifient 
beaucoup Iprsqu'on leur donne une forme analogue ä celle de la troisieme, 
c'est k dire, Torsqu'on les d^veloppe en söries de sinus des arcs multi* 
ples de x. Ce döveloppement est övidemment permis, la rariable x ne 
derant recevoir que des raleurs införieures ä ns dans Texpression v' (7.) 
et dans Texpresslon analogue v'\ Pour transformer la fonction (7.) en 
une pareille sörie, il suffira de dövelopper R et S^ qui renferment seules 
)a variable x. Falsons donc 

(8.) R = ^bi&mix^ S = Srjsinix 
le signe S se rapportant comme prec^demment aux valeurs positires et 
enti^es de /• Les coefficiens bi et Ci qui ne peuyent döpendre que de o^ 
seront donnös par ces integrales döfinies^ d'apr^s la thöorie connue des 
s^ries de sinus. 

(9.) b == — / R&inixdx^ <^i = — / Ssinixdx. 

On peut obtenir les valeurs de Ces deux integrales d^finies, sans 6tre 
oUigä de r^soudre les öquations diff^rentielles (4.). 

Pour y parvenir^ nous remplacerons dans les expresstons pr^c^dentes 

de bi et r^, R ei S par les difförentielles secondes •3— r» — •■st 

€» OOC U OX 

qui leur sont respectivement Egales en vertu des ^quations (4.) dont R et 
S sont des integrales particulieres. Integrant ensuite deux fois par par- 
tiesi les expressions de bi et r«, et observant qu'ä la premi^re limite xs=0, 
sin ix, R et a9 sont nulles> et qu'ä la seconde limile x = 7r^ on a siniv = 0| 
Rssi, aSsO, il viendra 

bi = — . — / Sainixdx, 

^i = — — • — -; — - / RsxvLixBx. 

Mais d'apres les öquations (9.) les deux integrales precedentes soni 



spectivement equivalentes a -jA.-, j-r,. La Substitution de ces valeurs 
donne ces 2 relationi entre bi et c^: 

Og 2= — Ci, Cj SS — — . J. 



d*oü Ton tire: 
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Mettant ce$ valeurs des cocfficiens i; et Ci dans R et S (8.)^ «ubstitoant 
ensuite R ei S ainsi transform^es dans Texpression (7.) et intervertiiaant 
Tordre des signes 2 et y^ l'expression (7.) deviendra : 

Les deux integrales relatives 4 ^ que renferme cette expressipn sont fa- 
ciles a obtenir par les formules ponnues. On a, comme Ton sait; 

b di^sigoant une quantilö positive^ et le signe sup^rieur ou le signe inf^- 
rieur ayant lieu selon que / est positif ou nögatif. En comparant ces 
rösultats avec les integrales pr^cödentes, on Yoit que ces deux integrales 

ont l'une et Fautre Ia valeur g-^^* ^^"^^ lorsque t — ^ est positif, et gue 

lorsque f— /t est n^gatif, elles ont respectivement les valeurs 

qui ne different que par les signes. Donc, Ia somme de oes integrales 
est ite"^*^^"^^ ou nulle, selon que t — [i est positif ou n^gatif. II suit de 
Ia que la s^rie contenue dans Ia formule (10.) peut ötre remplacie par 

(11.) 2Sicos/7rsini^^-*"^'-^>, 
lorsque f— '/f est positif, c'est 4 dire t^nt que ft est införieur k t, et 
qu'elle se röduit ä z^ro, lorsque [i, surpasse f. La fonction de (jl qui 
doit Stre int^gröe depuis ftsO jusqu'ä fiznoo^ et dont Ia s^rie en que« 
stion est facteur, s'^vanouit donc aussi pour toutes les yaleurs de /et bu- 
p^rieures ä t. 

On pourra donc n^int^grer que depuis jLt=0 jusqu'ä fi:=zty chan« 
geant ainsi Ia limite supcrieure de rint^grale (10.) et remplagant la se« 
rie qui y entre par Texpressian (IL), qui lui est äquivalente tant que 
fi<it, c'est ä dire dans toute r4tendue de Tint^gration, Texpression (10.) 
preAra cette forme tris simple: 

ou ce qui revient au mSme, en intervertissant Vordre des signes / et S: 

— i-S / cos SV sini> e^'"' /"^^' V(A) ^i^- 

Ayant aiqsi obtenu Ia premiere partie v' de Ia Solution, on en d^- 
duira la seconde v^^ en cliangeant x en ^-^o? et /(ju) en l\fjt). Si Tor 
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ajoute eniuite v* et v^^ ä la troisieme partie w d^ja formte plus haut^ on 
obtiendra Texpression suivante de la tempörature variable u du point 
dont Tabscisse est x 

u 538 — — S/oos/'3rsin/j?e"**Y /(/iA)tf*V5^ 

H SsiniiT ^"■*'*/ <P (fi) sin i [JL d fi. 

Cette ezpresslon di£före un peu par la forme du r^sultat que Mr. Foü-r 
rier a donnö. Four la faire coincider avec la formule que Ton troure 
dans le Memoire d^jä citö^ il faut remplacer Tintögrale qui entre dani 
la premi^re partie v^ de u par cette expression que donne rintögraliOQ 
par parties: 

/^(jLfc) dösignant la fonction derivöe de /Qtt). 

La premi^re partie v' se change ainsi en 

Mettant maintenant ä la place de 2 — '.'"* ■ sa valeur connue — {x, 
v' prendra celte forme: 

Si Ton transforme v'' d'une maniere analogue et que Toii ajoute 
ensuite les 3 parties v\ v" et w^ on aura rexpression de la tempörature 
Ui teile que Mr. Fourier Ta donnöe. 
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21. 
Deux theor^mes sur les nombres« 



Xh^orime L Tout nombre entier est diTiseur d'un nombre 
exprimö par une suite de 9, suivis de plusieurs cöros. (^/i- 
nales de mathem. de Mr. Gergonne^ tonte XIX. paffe 256.) 

Demonstration. (Par un abonne du present Journal.) Divisons 
les puissances successives de 10 par le nombre entier donn^ ^^ il ne 
pourra y aroir gue k restes diff^rents, zivo j compris. Donc les mdmes 
restes reriendront n^cessairement. Soit 10'^ et 10" deux puissances de 10 
qui laissent les m^mcs restes, la difförence 10" — 10"*, ou bien 10"" (10""" — l) 
sera divisible par *. Mais 10"*(10"'"' — l) est un nombre exprime par 
une suite de n — m neufs suivis de m z6ros. U existe donc toujours un 
Dombre de cette forme divisible par le nombre entier donnö k. 

Theoreme II. (JPar l'editeur.) Tout nombre entier est di- 
yiseur d'un nombre exprim^ par une suite de pöriodes de 
chiffres donnös, suivis de plusieurs zöros. 

Demonstration. Tout nombre exprimö par une suite de p^ 

riodes de chiflfres donnes peut dtre exprim^ par 

z = P(l + 10"'+10^'" + ....10""*), 

P etant la pöriode et m le nombre de chiffres qu'elle contient. La pe- 

riode Pj peut toujours ötre suppos^^-^rfw^grande que le diviseur Ar; car si 

une simple p^ri ode/? ötoit ^Ijj MfSTite, il n'y auroit qu'a en röunir plusieurs 

dans une senle P. En divisant ce nombre z par le nombre donnö i:, les der- 

niers chiffres des p^riodes P ne pourront laisserque^ restes difförents, z^ro 

. y compris. Donc les mömes restes reviendront n^cessairement. Soient \ 

P(l + 10"» + 10'*" + .... + 10^"" + 10^''+*'"' . . . .+ lO*"») et 

P(l + 10"* + lO''"' +.... + lO""«) 

deux nombres composes de la pöriode P qui laissent les mömes restes, 

leur diffärence 

P(l0Ci«+0«^X0^""*"*^"* + + 10^^) ou bien 

P. 10^^+*^*^ (1 + 10"*+ 10»"* + ....+ 10^*'-^'-»5m) 

sera divisible par k. Mais cette diff^rence est eile mSme un nombre exprimö 
par une suite de v — li periodes de m chiffres donnes, suivis de (jit-f- 0^ 
c^ros. II existe donc toujours un nombre de cette forme, divisible par le 
nombre entier donnö k. 
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02, 

Über die Cüfven cl6s kürzesten Perimeters auf 
krummen Flächen, tn Folge äer Aufgabe' 0, 

Bands. Eteftl. S^99, 



1. k^ey ^(x,y,z)^ssO die Gleichung einer krummen Fläohe^ in Be« 
tag auf recht winkligef^ Coordinaten. Aus derselben sei die Gleichung 
dz^ssp dx-^^dy abgeleitet. Ein auf der krummen Fläche befindlicher Raum 
ist ffvdxdy, wo f*=l4"/^*4"yS und sein Umring: //*((/ x**f-rfy'-j-rfz*)j 
beide Integrale sswischen denselben Grenzen^ in Besag auf x genommen. 
Bezeichnet nun h eine Constante, so fordert die Aufgabe: auf der Fläche 
einen gegebenen Raum mit der möglich- kürzesten Linie einzusohlief/sen^ 
dals der Gleichung^ 

hl/'(dv^'j'dy^J^dz^) + 9f/vdxdy.9:z o 

Genüge geschehn, 

Diese Gleichung giebt^ nach den Regeln der Variationsrechnung 
behandelt^ folgende; 

1. d^ + gd^ = 1^, 

wo rf^' = rfx*-f-rfy*+'°^5t* gesetzt worden ist 

Wendet man diese Gleichung zunächst auf die 'Ebene an^ so sind 
in diesem Falle die GröTsen p, g, v, Constanten ^ und man erhält die 
Gleichung : 

dy+qjpdx + qdy) JLfnrJLiA 

Y^idx^ + dy^-i-lpdoo+qdy)^) ^ h^^T'^Jf 

welche sich leicht weiter integriren läfst, und nach mehreren Redactio- 
nen die Gleichung einer Kugel : (x + «)' + (/ + ß)* + (^ + y)' = ä* giebt. 
Dieae, mit der gegebenen Gleichung der Ebene verbunden^ welche unter 
der Form: z + y ==/>(x + «) + 9'(y + ß) zu denken ist, giebt einen Kreis 
Tom Halbmesser h^ wie es bekanntlich sein mufs. 

Ist die gegebene .Fläche eine Kugel, so ist x^-f- y* + z* = r% 

p = — — , y :5= — — , und die Gleichung (1.) geht daher in folgende über: 

38» 
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%d 



dy 



Mz 
•^ ds 



rdx 



ds '^ ' ds h 

Das Integral dieser Gleichung ist x-^by-^czssff^ wo b und c will- 
kürliche Constanten sind. Die Gleichung der Kugel giebt: 

und die der Ebene: 

rfx + irfy + crfz = 0, 
mithin : 

(ex — 2)rfx= (Äz— p'Cy)rfy und (y— Äx)rfx = (Äz — cy)dz. 
Hieraus folgt: 

d^.lbz — cyY = (Äz— cy)«+(cx— z)«+(y— .ix)*.rfx* =z ,K\dx% 
unä man findet leicht, dals Ä«=:(i + Ä«-f.c*)r*— ^», Die Differential- 
gleichung wird mithin: 

%d(cx — z) — yd(y — äx)==— rfx, oder czdxr^-bydx — zdz — ydy^=s,^dx, 

rX 
d. h. X + Äy + cz = — = ^, wodurch auch ^ bestimmt ist. 

Die Curve des kürzesten Perimeters auf der Kugel ist also eine 
ebene Curve, und folglich ein Kreis , wie sich erwarten liefs. 

2«- Es ist in vielen Fällen nützlich, andre Coordinaten zu neh- 
men. Setzt man x=:rcos%p, y = rsin\^, so wird rf«s*=r'rf\//'-f-rfr*-f-rfz^, 

und die Gleichung: 

hSfds + Sffvd'^rÜr = 

giebt, wenn 3r = angenommen wird. 



r^dtp 



J\p + d-^Sz 



vrdr 



H> 



ds ^ * ds "^ h 

Y^o — wie vorhin den Cosinus der Neigung eines Flächen -Elements ge- 

gen die Ebene der x und y bedeutet. 

Wenden wir diese Gleichung auf den Kegel an, dessen Gleichung 
z = rcotanga, so ist, wie bei allen runden Flächen, ^^r=o zu setzen, 
und es ergiebt sich die Gleichung der Curve des kürzesten Perimeters 
auf dem geraden Kegel: 

f r^dtf/ ^^ rdr .. 1 

Ziugleich ist 



ds 



hsina^ 



weil V 



»ma 



ds^ Ä r^d^^^^ 



dr^ 
zina' 



,Das vollständige Integral der obigen Gleichung ist: 

r* — 2r^ cos/71 ('^ — ß) + f * = ^f 
wo m = sin«, Asin« = ^, und ^ und ß willkürliche Constanten sind. 
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Diese Gleichung ergiebt 



ds = 



Ordip 



r — ^cosmCV— A' 

mithm.' 

ds ~ a 2a * . 

also 

ds ff ' 

wie oben. 

3. Die allgemeine Gleichung d^ -{- yd-^^zi^—^gieht, entwik- 
kelt^ folgende: 

dx^d'y + (dz—ydy)(d^ydz'^dyd^z) + fd^zdx^ _ v^^^^ 
oder, wenn man für dz — fdy seinen Werlh pdx setzt: 

2. dxdy + fdxd^z+p{dzdy—dyd'z) = ^\ 

Nun ist aber 

(dzd^y — dy(fz)X'\- dxd^z.y — c/«.rf*y.z + a = 

die Gleichung der sich an eine Curve doppelter Krümmung anschlie- 
fsenden Ebene* 

Die Gleichung für die Tangential -Ebene einer krummen Fläche 

ist bekanntlich: 

/i.x + j'.y — z + ß = ^* 

Liegt demnach auf einer krummen Fläche eine beliebige Curve 
doppelter Krümmung, und bee^eichnet, man, in Bezug auf einen Punct 
der Curve und der Fläche, die Neigung der Ebene des Krümmungskrei- 
ses der Curve gegen die Tangential -Ebene der Flache, mit i, so hat man 

'. ^^ d€cd^y'^qda:d^z^p(d zd^ y — dyd^z) 

^^^* — Y'i^i^p^^q^).\r{dco^d^y*'\-da:*d^z^ + {dzd*z^dyd*zyy 

Man dividire nun die Gleichung (2.) mit 

y^(l+p^ + f)./'(dx^d^y^+dx*d'z^ + (dzd'y—dyd'zy) = v.fi, 

so erhält man auf der linken Seite offenbar cos/« auf der rechten: -r — • 

hfl 

Nun ist — der Krümmungshalbmesser R einer Curve im Raumes folg- 
lich hat Iran für die Curve des kürzesten Perimeters die Gleichung: 
hcosi=B, der zufolge in jedem Puncto der Curve der Cosinus der Nei- 
gung des Krümmungs- Halbmessers derselben gegen die Tangential- Ebene 
der Fläche, dem Kriimmungs- Halbmesser selbst proportional ist. Wenn 
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i seine Tori^ Bedeotmig behül, to hat omb for die kfiratste Linie niiff 
einer Flicbe bekanntlich die Gleichung: cos/ssO* 

4. Man denke anf der krommen Flache einen Fand ji^ und 
dorch denselben in beliebiger Richtnng eine kiirxeste Linie als Coordi- 
naten-Axe gesogen. Die Lage irgend eines Ponctes B anf der Fliehe 
kann durch die Lange der korsesten Linie «wischen ^ and By d. h. dorch 
die Entfemang dieser Pancte anf der Fläche, (a), and durch den Wii^ 
kel, welchen ^B im Pancte A mit der Axe einschliefst (v), angegeben 
werden. Nennt man nan s den Bogen einer kfiraesten Linien dio Ton B 
anfangend in beliebiger Richtang ond Länge aaf der Fläche gesogen isT, 
and 4^ den Winkel, welchen s im Pancte B mit AB oder a einschliefst, 
so kann irgend eine Corre anf der Fläche durch eine Gleichung swi* 
sehen s and rj/, als Coordinaten, bestimnU werden. Um auf ein solches 
Coordinatensjstem die Variationen anwenden au können, müssen wir 
erst die Ausdrucke fiir Bogen und Flächenraam einer Corre snchen, 
welche unter dieser Voraossetxung Statt finden. 

Betrachten wir au diesem Ende eine Cunre, die mit einem con- 
stauten Radios s Tom Pancte B ans aof der Fläche beschrieben ist. Et 
lafsl sich sogleich ohne alle Rechnung neigen, dab der Radius s in jedeoi 
Pancte derselben senkrecht auf dem Pmmeter steht. Denn man denk# 
sich aus dem Hittelpuncte B noch eine sweite Curre mit dem unrer» 
inderlichen Halbmesser r besehnebefw Sei r kleiner als s, so bdiaupta 
ich 9 dafs s — r der kurseste Abstand eines Punctes d«* sweiten Cnrm 
Ton der ersten ist, und mithin senkrecht auf dieser steht. Denn liefso 
sieh Ton diesem Puncto nach imt andern Curre eine kurseste Linie m 
sieben, so dafs u kleiner wräre als s — r, so wurde hieraus sich eim 
Dreieck mit den Seiten s, a, r ergeben^ in welchem s^ i^ + ''y ^^ ^^ 
Widerspruch ist, da x die möglich -kurseste Linie auf der Flache swi- 
sehen ihren E^ndponcten ist. 

Nennen wir den Perimeter der mit einem constanten Radius bo> 
schriebenen Curre P, so ist irgend ein Bogen desselben, Ton dem Puncte an 
gerechnet, wo -^=0, offenbar Ton ^p und dem Radius s abhängig. Man 
hat also Psz^(yl/,s). Auch die Coordinaten a und ir des Mittelpunctes 
B können in dem Ausdrucke (ur P sehr wohl Torkommen, da im All- 
gemeinen auf krummen Flächen die Lage dieses Punctes nicht ohne Ein- 
fluGi angenommen werden darf. Man hat folglich, da s constaot ist. 



dP'^^^.id4^f X9 <P toina gcTwiMe^ Ton der Natiär iw Flach« «bhäbgigt 
Fnnclion 4^r Groben ^p und ^^ ist Weil nun der Radius s senkrecht 
tnf P #^t^ so ist klar, da^ das Element des Flachenravms ein/Btr 
Cor¥e, 4m durch eivke OleiQhung ^wischen ^1^ und fi bestin^oit ist» durqh 
dP.ds^i^d'^ds, und das Element des Bogens durch /"(^V^/^*+«f^) 
auAgedrüqkt werden mUÜ. : 

Demnach erhält man zur Bestimmung der Curve des kürzesten 
P#riiQet«rs die GleichMng: 

hif^{9'd^\J''\'d^)J{^iff<pdyl^ds = 0. 
Setzen wir der Kürze wegen ifP*c=^^d\l/^'{'ds% und variiren blofs noch 
y^f, da bekanntlich beide Gleichungen, welche man durch die Variationen 
▼on s und \p erhalten wiird.e, übereinstimmen müssen, so erhalten wir: 

welche Gleichung ^ 

als Differentialgleichung für die Curve des kürzesten Perimeters giebt. 

Diese Gleichung wird, wie leicht zu sehen, durch die Annahme 
cf^=0 befriedigt. Denn es folgt aus dieser Annahme: dPs=z(pd'4^, wo- 
durch die vorgelegte Gleichung in folgende übergeht: (t^)^^ — c?(p=0, 

welche identisch ist, (ß mag von ^// abhängen, oder, wie in einigen be- 
kannten Fällen geschieht, nicht abhängen. 

Die Annahme ds = kann aber keine singulare Auflösung der 
Torgeleglen Gleichung enthalten. Denn es ist bekannt, dafs eine singu* 
läre Auflösung einer gegebenen Differentialgleichung allemal als ein Fac- 
tor derselben mufs dargestellt werden können, welcher dann nur gleich 
Null gesetzt zu werden braucht, um die Auflösung zu erhalten. Von der 
andern Seite aber ist klar, dafs ds ein Factor der vorgelegten Gleichung 
weder ist, noch durch Entwickelung derselben werden kann. Mithin ist 
d^zi^O und folglich auch ^ = const. ein particuläres Integral der vor- 
gelegten Gleichung* 

Es kommt nun darauf an, das Verhältnifs dieses particulären In- 
tegrals zum vollständigen zu untersuchen. Das particuläre Integral könnte 
ft. B. nur für gewisse Orte auf der gegebenen krummen Fläche gelten. 
AUein dies ist gar nicht der Fall} vielmehr läfät sich leicht zeigen, dafs 
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üe WertkbettimBnng 4er CoartaateB, dsrcüi wdobe aBnii las pttrtii 
Ebe Istegral eststandeB mw kana, iberall auf der FBdie Tvn des Ca- 
orünaten a mid w des Puacles B abluEagL Stden wir das äDgemetaa 
integral dorcli F(;p,s,kj%,kj=zO Ter, wa s vad A dia Caastaatan dar 
Integratioa and. 

Seien awei Foncta m und n anf der Fliclia darch Coardinatan. m 
nnd ^9 af and a^, Tom Pnncte Jl ans, basdmniL Stella f dia kurxesta 
Linie swiscben den Pancten B und m ror, so wird dia UmgB dersdWn 
noth wendig darch dia Coordinaten ihrer Endpancte bestimmt, nnd man 
hat: tzzzzffa^rja,'^). Aach der Winkel 9, welchen t im Poncte B mit 
a macht, hingt ron denselben Grölsen ab, so dafs man hat: 

Ffir den Panct n gelten anf analoge Weise Gleichungen wie: 

^ =/(«', (T',!!,^) und «' = /,(«', 0^,0,»). 

SoD also die Curre des konesten Perimeters durch die beiden Foncta Jn 
und n gelegt werden, so hat man aor Bestimmung der Conslantan a und 
X folgende Gleichungen: 

^(5,/,Ä,x,X} = O und F(9',/',Ä,a,X) =s O. 
Diesen aafolge reduciren sich, die beiden gegebenen Puncto im Perimei» 
ter als fest rorausgesetst , die Constanten % und A lediglich anf Fanctio» 
neu Ton a und v, und umgekehrt. 

Da es nun Werthe der Constanten % and A gieb^ fir welche aas 
der Gleichung F(}l^f x, A, x, A) =s O der Winkd ^f/ ganalich Torschwinda^ 
so giebt es auch Werthe Ton a und v, welche aus derselben Gleichung 
ebenfalls ^^ Terschwinden machen, und mithin eine Gleichung F(s^A)s=£0 
herTorbringen« 

Wo man alsa auch auf einer krununen Flache awei Puncto anneh- 
men möge, durch welche die Curre des kunesten Perimeters gelegt 
werden soll: immer lassen sich die Coordinaten o und v eines Punctes 
B finden, Ton welchem alle Poncle des Umringes der Carre auf dar 
Fläche gleich weit entfernt sind. Beaeichnet man die Werthe von x und 
A, durch welche \j/ aas der Gleichung F{4^9S,hjX,K)Ki^O rerschwinfct, 
mit x' und h\ so sind die Gleichungen ^nr Bestimmung Ton x, a, v fol- 
gende: F(^,Ä,x',A0=O, *=/(«,^,a, »)=/(«', ff',«,«). 

5. Dies ist also die charactaristischa Eigenschaft der CarTon das 
kürzesten Perimeters auf kroitfmen Flächen. Es sei ^ der Radios einer 
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solchen 'Cürve, so ist ihr Umring von s abhängig, und kann daher mit 
(f>s bezeichnet werden} der Flächenraum aber, welchen sie einschliefst, 

ist'/ <ps.ds. Diese Ausdrücke entsprechen in der That einer Forde- 
rung, welche durch die Natur einer Curve geboten wird, die mit dem 
kleinsten Umring einen gegebenen Flächenraum umschliefsen soll, nem- 
lich: dals der Perimeter einer solchen Curve durch ihren Flächenraum 
bestimmt werden mufs. Dies ist s. B. in der Ebene bei dem Kreise der 
Fall, aber nicht bei der Ellipse^ u. a. Auch die Variationsrechnung 
drückt eigentlich nichts weiter afe'-diesen Umstand aus, indem sie eine 
Gleichung aufstellt, der zufolge die Variationen des Umringea und des 
Flächenraumes für die gesuchte Curve beide zugleich verschwinden sol- 
len, was eben darauf ^hinausläuft, dafs die eine dieser GrbTsen durch die 
andre bestimmt werden, oder von der andern ausschliefslich abhängig 
sein mufs. Diese noth wendige Eigenschaft der in Rede stehenden Cur- 
ven gab die nächste Veranlassung zu der Vermuthung, dafs alle diese 
Curven einen constanten Radius haben mülsten, aus welchem Umstände 
jene Eigenschaft wiederum hervorgeht. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, dafs in dem Ausdrucke des 
Umrings cps die Coordinaten des Mittelpunctes vorkommen können« Dies 
kann allerdings weder auf der Ebene, noch auf der Kugel, noch auf den 
abwickelbaren Flächen der Fall sein^ denn in Bezug auf die letzteren ist 
klar, dafs die Curve des kürzesten Perin^eters durch Abwickelung in 
einen Kreis übjergehen mufs. Kommen aber auf andern Flächen die Co- 
ordinaten des Mittelpunctes in dem Ausdrucke des Umringes vor, so 
müssen sie auch in dem Ausdrucke des Flächenraumes vorhanden sein« 
Unter dieser Voraussetzung liefse sich nach dem vortheilhaftesten Mit- 
telpuncte fragen, d. h. nach dem, welcher bei gegebenem Flächenraum 
unter allen den kleinsten Perimeter bedingt. Man hätte, nach dieser, 
Voraussetzung, F = \K^, er, tt), Pi=z([)(s,a,i^). Eliminirt man s aus die- 
sen Gleichungen, so erhält man P=f(F,a^ii), und wenn man mit die- 

ser Gleichung die folgenden — = 0, — = verbindet, so werden die 

Coordinaten a und nr durch den gegebenen Fläcbenraum F bestimmt, 
woraus sich denn weiter s und P ergeben müssen. Es wäre der Mühe 
werlli, zu untersuchen, ob und in welchen Fällen die hier gemachte Vor- 
aussetzung Statt finde. 

Ciellc'* Journal d. M. V. Bd. 2. Hft. 39 
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C Wir kaWa Uemit of ciMH 

gefiiBAaiy4e«ai dÜRdcr Beveb Atm m j^wioig ab 

DaMefte liül nth am ciafackitea M^ea^ermalfai ai 
5d ^^x^]r,£}sso ^e Gfeicbnas eiaer krommen Flacka. Die 
Clf i ftaa g to* kirantca liaie auf dendbea ist das lategral der Gleickm|;: 

rfj^ + frf^ = 0, wdcbei dmcii 

(e.) F(x, y, «, >0 = O 
verlee me^ we x aad A ^ Coastaatea dcrlategntioe mmL 
wir eiAe dimftfn dnreh die Gleicbeag: 

(Ä.) F(«,A«,x) = o, 

io dab die kireeite Liaie durch dee Poect auf der FladM ^dit, fir 
wcldea x= Cy y = ß. Setem wir ferner den Boges der kärsestea liiaie, 
d.k das Iiifapal- 

we s eise Censtaate isL Eliiinirea wir aea swischea dea 3 Gieieliaa- 
gea (e.), (A.), (e.) die GriSsea % aad X, ee aaossea wir ^ae Gleickaag 
swisckea x aad y erkaltea, wefeke ia VerUadaai; aül der Gkickaag 
der Flicke die Carre des karseslea Perimeters bestimmt, also als Ia- 
tegral der Gletckaag 

j dr m jdz \'dx 

d —^+ od — = 

d$ ~^ d» h 

eat^rickL Die winkiiiichea Coastanteo des lategrals, a aad ß, siad die 
Coerdiaatea der Projectioa des M ittelpaactes anf die Ebeae der x aad y^ 
aad die Grofse A ist als eine Fanctioo des constantea Radios s ansaseka. 
Zar Eriaoteraog diene aocb das Beispiel des Kegels, dessea Glei- 
ckaag £ = rootang£ Ffir die kürzeste Linie aaf demselben findet sieb: 
roesmi^-t'^=^^i ^ ^">^ ^ <ind willkfirlicbe Constanten und m ist, wie oben, 
= siaa. Fnr 4^s=ß werde r=:^, so erhalt man ^co5mß-4-&=0. Ffir den 
Bogea der knrsestea Linie erhalt man: ^s^ctangm*;//-)-^ — etangmß-f*^f 
weil der Bogen für i^ = ß rerschwinden ma(i. Ans den beiden ersten 
Gleichungen erhalt nun: 



rsAnmf^—9^ 



aad mit Hülfe der nbrigea ans der dritten: s = ^ , ' , woraus 

*^ cos wi p'^ o 

als Gleichung für die Curre des kürzesten Perimeters herrorgeht: 

/* — 2rfco$m{'4/ — ß) + f* = ^, wie oben. 
Berlin im December 1829. 
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23. 

über Interpolatioh. 

(Von Herrn Th. Clausen zu München.) 



1. Hiine beliebige Function y einer yeränderlich^n GroTae x aei fiir 
Wepthe von x; 0, ^1, +*> ®t^'> — h — *, — 3, etc. gogebra, man 
aoll daraus den Werth für jedes beliebige x finden« 

Es seien die Werthe der Function nebst ihren Differensen, wia 
aus dem folgenden Schema su ersehen ist^ bezeichnet: 

X y A.y A*.y t^.y A*.y A*.y A*.y 



• 


• 


• 


• 


• 




• 


• 


— 2 


r-« 


Ö-4 


• 


• 
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— 1 



+ 1 


y-. 


V 
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rfo 
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• 
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+ 2 


y+. 
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• 
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• 




• 








• 


und überdies: 




• 


«-» + 


0+4 = 


aoo» 














'•+1 = 






• 




• 




etc. 


• 









etc. 



• • • • 



Der Werth von y^ sei nun: 

WO ^x,i9 -^jr,« ^tc). blofs Functionen von x sind. Es läfst sich seigen^ 
dals der Werth von y^ in Beziehung auf y^* ^o> *o c*c. blofs linearisch 
sein könne. Man nehme den allgemeinsten Ausdruck einer Function Ton 
yo> öo, 4o©*c- wn^ v^ = 2.ilf;^,^,y,....y^.ö;.ÄJ...», wo m, ti, p, .... alle 
Werthe von bis oo haben können, und M^^^^y,.... blofs von x und den 
Exponenten /Ti) n^ p^ •••• abhängt, S aber das Zeichen fiir die Summe 
aller möglichen Glieder von dieser Form andeutet. Es seien nun, wenn 
y = V ist, die resp. Werthe von /o» «o» Ky ^o> • • • •: ^09 o«> ßo> yo> • • ••; 
wenn y = ü'ist: v^, a^, ß^, ....; folglich, wenn y = v + v' ist: v^+v^, 

«o + </ ßo + ßl » «tc- Demnach wird 

39* 
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und 

(„+,Ox=t,.+w;=s.-»^^.„-..(«o+<r*(«b+<)".(ßo+ß;r.-.. 

Wäre nun ia dem Ausdruck ein Glied , das aus zweien oder mehreren, 
gleichen oder ungleichen Factoren der GröTsen y^, a^y K etc. bestände, 
80 gäbe die Entwickelung desselben in dem letzten Ausdrucke durch 
Multiplicatidn ein oder mehrere einzelne Producte, deren Factoren aus 
beiden Reihen GröTsen v^y tt^j ß^^ • • • • und v'^f c^'^f ß[, • • • • zugleich 
genommen sind) da aber diese in der Summe der Ausdrücke ftir v^ und 
v^ nicht Torkommen, die Factoren aber jeden beliebigen Werth haben 
können, so mufs der Coefficient aller dieser Glieder =0 sein; wodurch 
also die Allgemeinheit der Gleichung (1.) erwiesen ist. 

Überhaupt läfst sich jede Function' von x durch ein Aggregat von 
Gliedern Ton der Form ^sin(z-(-ax) darstellen, wo ^, z, und a von x 
unabhängig sind; die Differenzen der yerschiedenen Ordnungen sind als- 
dann dem Aggregate der Differenzen der einzelnen Theile von derselben 
Ordnung gleich. Die Coefficienten ^x,i> ^x,^ ^tc. für den einzelnen 
Werth y = -^.sin(z + Äx) gelten also, wie leicht zu übersehen ist, all- 
gemein für jede Function Ton x. Man kann noch Ton dem Factor A 
abstrahiren, indem derselbe blo£s als Coefficient in allen Gliedern der 
Gleichung (1.) Torkömmt 

Setzt man daher statt yx, sin (2 4*^^)1 ^ wird das obige Schema: 

X jr ^ .y A*.y '^^'X A*.y 



-i,aiii{x- ic), ) ^ [) . • ; -«in(«-^)(a«iil«)». ,^^- w^^|„, ., • 

folglich wird: 

y^ = sinx; rfo — •inx(asinl«)*i 

a^ =s cosx(2sin|a)c6sia) e« s= cosx(2sinia/co8|«> 

bo =» — »inx(2sinia)'i fo = — ain;;(2»ini«)®} 

c^ s= — GOSz(2sin|a)'cos^a; «tc. 

Suhstitiiirt man diese Werthe in die Formel (1.)^ w findet man: 




:.- >* 
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» 

sin (x -^ a x) = sin z cos« X -|- cosz sin «tx 

= sin z [1— ^;,,»(2sinäa)*+^^,4(28injÄ)*— ^:,^(28inl«)®+ • • • -1 

^ + cos 2 cos Ja M;c,v(^Äini ») — -^jc,3 (^ »inl«)^+-^jf,6 (2sin Ja)* — •...], 

oder 

^ 2. cos«x= 1 — -^x,a(2sin J«)* + ^jc,4(28in Ja)* — '^x,o(!2'Siniaf + .... 

_ 

3. sin ax = cos Ja [-^j,, (2 sin Ja) — ^jf,3(2sin Ja)^ + -^jf,6(2siÄja)'^ — •••• 

Die Di£ferentiation der Gleichung (2.) giebt: 
4. -— xsinax 
= cos J a [ — 2-^^,a(2 sin J a) + ^^x,4 (^ sin J a)^ — 6 ^.v,c(2 sin J a)* + . . . .]> 
durch deren Vergleichung mit der Gleichung (3.) man 

erhält. Eine 'nochmalige Differentiirung giebt nach Substitution von 
co8|«*=sl — Kaain^«)': 

— x«cos«x =s — 1.2^^,,, + (3.4^^,4+ l.^.^.^(28inia)« 
— (5.6 ^.,,0 + « . 2 -^..4) (2 81 n ,4 «)* + (7 . 8 ^,,« + 3» ^,,„) (2 si n 4 «)« — . . . . 
Wir haben aber auch durch die Gleichung (2.): 

— «* cos «X ss: — x*+ v?Ay^^(<l «in x«)*"— x'^,^4 (2 8in|«)*+ xV3^._,i(2 sin^«)'* — •••» 
mithin durch Vergleichung dieser beiden Reihen: 

1.2^;,,.= x% • 
3.4^^,4 = (x»— 1)^,^,, 

5.6^^,6 = (X« — 2')^;,,4, 

etc. 



oder: 




a?* 



"~ 1.2» 

X*. X* — 1 

"" 1.2.3.4 ' 

6. / ^ x*.x'—i.x*—2* 

"" 1.2.3.4.5.6 ' 

g*. x'— 1 . a?' — 2'. ar'— 3 * 

"" 1.2.3.4.6.6.7.8 ' 

»tc. 

und durch Hülfe der Gleichungen (5.): 

~ j _ X V __ ^-a^* — i j K.x* — l.af*--4 

I' ^x.. — -j-» -«*,3 r.273"' • •■■ 1.2.3.4.6 — • 

Nach Substitution dieser Werthe der Coe£Sciei>ten wird die Formel (!.}: 
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T — J- ^ I T* \ j^ x.ct^ — t I a?*.3c* — 1 ^ , x.x* — !. jp* — 2* 

^- y* — yoi- 1^0 + 172^«+ 1.2.3 ^^+ i.i.3-4 *^^"^ 1.2.3.4.6 ^* 
^ ar».3r»^l.ar»— 2* /> , ar.x» — l.a?»— 2».3p*— 3* ^ . ' 
"^ 1.2.3. 4.5. 6 •^«'T 1.2.3.4.5.6.7 «V>-t--*. 

2« Es sei die Function y furdieWerthe Ton x: 4*79 "hiH"!» ^^c. 
— if — I (gegeben, und mit den Differenzen wie in folgendem Schema 
bezeichnet: 



r-4 








• 


y+i 


o 


*;» 




4. 


'^-H 


>-+{ 


• 


• 


• 


• 



etc. 



und 

y-i + y+i =« ^yo» 

etc. 
Setst man wieder statt yj^f sin(£-}~^^)f ^ verwandeln sich diese Grö- 
üien in: 







sin(x+|öt) 



y^ SS sinx cosi«} c^o ^= sinz(2sin4a)*cosi«} 

a'^ scs cos2(2sin|0()} c^ = cosx(2sin|a)^} 

4^ Ä -^sinz(2sin4^)*cos|«} etc. 
c'^ =1 — cos z (2 sin 7 a)^} 
Ist nun allgemein: 

8. y, = y; + ß,..< + Bx,.&l + Sx,s< + B„,rf; + B,,s< + .... 

SO hat man auch: 

sin(x4-aÄ*) = sin z cos a x + cos x sin « x 

=sinxct>s{a(l— l?,,a(2sin{a)*+Ä,,4(2sinl«)*— B^,o(2sin5a)^+...) 

+ cosx(B^,»(2sini«) — B^,3(2sinJ«)'+B^,5(2sin|«)* — ••••)* 
folglich : 
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9. cos « X = cos 1« (1— B,,, (2 si n 1«)*+ Bx,4 (a sin | «)*— B^^t(2nn 1«)*+ ••*)> . 
10. sin «x:= lf;r,>(asin | «) — Bjf^,(asin { «)' 4- ^x, » (2sin i «)* — .... 
Diese Gleichung di£P<N*entiirt giebt: 

xcosax s=s co8|«t(£x,i-*3£x,3(2>inT^)*4*^^x,»(^*i°l*)*r~*****)> 
durch deren Vergleichung mit der Gleichung (9.) sich ergiebt: 

^^' l= — «Bjc,»» Bpf,.= — •B*,3> JB*,4=— •Bx,«, Bj,,9==— .B,,, etc. 

Differeotürt man nochmals, so erhält man, nach Substitution, co8|m* 

= 1 — f(28inj«)«: 

-.x*sinax = -(2.3B,,3+«)*B,,.)(28ini«) + (4.5B,.*4.(|)«B,.,)(2sin4«y 

— (6.7B,,, + (|)«B,.5)(2sini«)*+.... 

Nach der Gleichung (10.) ist aber: 

— x*sin«x=— x«B,,,(asini«) + afBx^3(28in4«)*— x*B,,5(2sin4«)»+ 

folglich : 

2.3B,,, = (x«-a)*).B,.„ 

4.5B„s «(X«- (!)•). B,,„ 

6.7B,., =(x»~(m.B,,», 

etc., 



• •• • 



oder, da B^^^ssx: 



Bx,3 SSS 



1.2.3 * 
1 



W. ^^-Ox.s = 1.2.3.T:5 



. 1 . 3' , 5» 

"'"' "~ 1.2.3.4.6.6.7 

etc. 



und durch die Gleichungen (11.): 



p __ ^ 2» 



13. /B,., == 



1.2 

,1,3» 

* ~2^-^ ~2 

1.2.3.4 



2 




, I , 3» ; 5» 

* 2»-'^. 2' 2» - 

*'" 1.2.3.4.5.6 * 

etc. 
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folclioh wird die Formel (8.)t 

"* 1.3.3.4.5 *•■» 1.2.3.4.5.6 /! + •••• 

3. Aus den Ausdrücken I. und II. folgt swar unmittelbar dorcli 

Differentiiranc der Ausdruck für •:r^ in beiden Fällen ; er lälst sich aber 

auch auf ein« andere Art darstellen , die nicht uninteressant sein dfirfle. 
£s sei nemlich nach der Beieichnnng in 1. : 

!*• J^lf = rv,o^o + C'jr,i4o+ C'x,t^o+ CxyZ^m+ ^x,4^o +•••• 

und aetit man» wie Torher, statt ^v» Bin(z^ax)i statt a^^ b^ lus. w. die 
entsprechenden Werthe } nnd anrAbkünung 2sin|a = /i so findet Bau: 
iicas(c-f'A^) ^= «cesxcosäix — Asinssinax 

= cosxcoa}a[C,„f— C,..r*+C^.,r* — C,.e^+..•.] 

Es ist aber «ssaarcsin^/, und mittelst der Gleichun^n (9.) und (10.) 
«cosxcosaix — «sinssinax 

= ce5xcosi«(2arcsini/: ll'—B^^^i^ + B^.^^i*—B^,^f +....] 
— sins(2arcsini/} [B^^^i — Äjr,3^^ + -ß.r.5^ — ....]• 
Man hat also. Trenn man die Ausdrücke für B^^^, B^^ u. Sw w. aus (12. 
und IX) suhstituirty und fiarcsini/ in eine Reihe entwickelt: 




/ , * a 1 ^ 3* 

4. Sei n4ch der Beaeichnnn^ T<}a 2. 



^ t-*x 



IT. ^Vr = A,*<+i»x-.*:+i>. .< +ö,.:J:+i>^* 



# 



ex 



und s^lat mau hinwiederum statt }\. ain^+xxV^ und 4tfL'«* ^; 
dte eutqporechemdeu Werthe, s« hat mar: 




\ 
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«co8£C08«a; ~«sin£ sinux 

-.*inzco5$Ä[Z),,,«*— Z)^,3**+^:.,5<' ]. 

Durch Hülfe der Gleichungen (2. und 3*) haben wir aber aucht 
acosz CQ3UX — asin^ ainax 

3= cosz(2arc tin ^^) [l •— ,^jf,« <* +'^jc,4 '*-^ -'x, c '^ + • • • •] 
•'^Äinjcco8|a(2arcsin|*)[-*^y,i* — u^^,^ 3 ^^ 4" -^x, 5^* — ••^•]> 
folglich^ wenn man statt Jx,i9 -^x^a «tc., deren Werthe aus (6. und 7.) 
substituirt: 

18. Z>,,o* — öx,a/' + ßx,***— öx,6<'+.... 

— V+ 8 • 3 ^ +8:i6- 5 ^ + 8T654- 7 ^ '^^••.•;[l'-i^2^+ 1.2.3.4 •"T 

19. I>,,x*»—i)^,3/*+Öx,5 «"—-.- 

— V^+8V3^ +äl6-6^ +8L16;24' 7^ +••••/ 

X r-' 1723"*^+ 1.2. 3. 4. ö *^— ••]• 

Auf gleiche Art findet man für den zweiten und hohem Differen- 
tialquotienten ähnliche Ausdrücke, deren Entwickelung ich der Kürze 
wegen übergehe« Ich bemerke nur^ dafs die Coefficienten des ersten Fac- 
tors in dem Ausdruck für den zweiten Differentialquotienten (^arcsinf /)* 
einem sehr einfachen Gesetze folgen ^ welches aber bei dem dritten und 
den höhern nicht Statt findet. 

5. Eine vielfache Anwendung findet der Ausdruck des Integrals 
/Xx^x. Man sieht leicht, dafs es in der Bezeichnung von (1.), wenn es 
von x=o bisxsx genommen wird, die Form haben mufs: 

20. /yxdx = x.y^+E,^,a, + E,^,b, + E,^,c, + E,^,d^+E^^,e,+ ...., 
und nach der Substitution des Werthes sin(c + «x) statt y^: 

cos(z + «x)H cosz = --cosc(cosax — 1) -4 sinzsinax 

und mittelst (9. ,10., 12. und 13.): 



csioitU 1.2.3 



3C • OC *""*TT^ • *r 



1 . 3» 



— sing \oo . 2» 3 , 2' " 2^ 

~~2arc8iDjAl 1.2.3 "^ • 1.2.3.4X"~ 

. cosgco8|« r 2», 2* 2» 4 , I 

■r2arc»iu|tV 1.2 ' TTil".! ' +•••♦/» 
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in: 

21. X — E;c,. <' + ^^,4 «* — £,.,/•+.... 

,1 ,1,3» 

— ''•*~ 1.2.3~*'"^ 1.2.3.4.0 <' — ••• 

2Z £;,,»/ — £,,3 *' + £,,5 /*—... . 

. 4 a * i 3» 

1.2 •' 1.2.3.4 ' ^•••" 



,1 1 3,1 . 3 1 ^ , 



8 3 ^b.l6' 5 

Sucht man das Integral von x = — \ bis x = +f, so verschwinden die 
mit 'Ex^ty -^x^s ®tc. multiplicirten Glieder, da sie blofs gerade Potensen 
enthalten. Nennt man in diesem einzelnen Falle die Coefficienten der 
übrigen \jE^jE^....y so ist: 

23. 1- V+£..« = ^ ^J.Z L.^ ' 

Eben so wenn die Coefficienten des Integrals, von x=s— | bis x = -{-|. 
genommen, 3, £^, £^ etc. sind: 

24. 3-'E,f* + E,t* — ,,„=z ^ 1 ^ ^ r.*3 1 

U« 8. f. 

• 

0« Nach der Bezeichnung von (3.) sei 

25. /y.dx = xy', + F, . c^ + F,, , a; + F,, , '•; + .. • ., 
so ist nach Substitution von /^ = sin(z + a:r): 

1 1 1 . 

cos(z^xx) = oosz(cosax — l) -| sinzsin^jr 

= sinÄC08^a(j: — F^.a^» + ^x,4^— ^v,G^' + ....) 
+ cosz(F^^,t — F^^.t' + F^^.t'— F^^^f + ... .), 

oder mittelst (2., 3., 6. und 7.): 

^_^ sJD z cos ja f x.x* — 1 j j^ w.x^ — 1 . x^ — 2* 5 \ 

~ 2arc8iDiM^^ 1.2.3 ^ "• 1.2. 3. 4. 5 ^ —••••; 

"T"2arcsinjAT:2^ ~ 1.2.374 ^ "* 1.2.3.4.5.6 ^ —••••;» 
folglich : 
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26. «-F,,,/«+F,,,*«~j;,6<«+.... 



^~ 1.2.3 "*• 1.2.3.4.5 
' 77 1 1 ,1 1.3 1 ^, 



8 '3 r^S.iö' i 
27. F,,»/-F,.3<' + 2^,,5<'- 



• • • • 



' 1.2.3.4 ' T^'-- 



Nimmt man das Integral von xr= — i bis ar:=-(-l, so wird F^,! =Fy,i 
= etc. =0, und wenn man die übrigen Coefficienten F, , 2"^, etc. setzt: 

28. 2— F,../»H-F,.4i*— F,.o^ + .... = j-j ^^3 1 ^ . 

In Beziehung auf eine zweite oder höhere Integration gilt auch die in (4.) 
in Bezug auf die Ausdrücke für die Differentiale von y^ gemachte Be- 
merkung. 

München, den 22. Juli 1829. 
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24. 

Über Centrifugal- Pendel -Uhren. 

( Von Herrn Th. Clausen zu Miiocben. ) 



JL/ie Bewegung der CentrifugaN Pendel ist l)ekaBntlich deswegen nicht 
gleichförmige weil der Widerstand der Luft, die Reibung und die bewe- 
gende Kraft, wodurch der Gang der Uhr regulirt wird, äu veränderlich 
sind. Indessen ist die Veränderlichkeit sehr verschieden, je nachdem 
die Uhr construirt ist; welche Idee mich veranlafst hat, über die Ein- 
richtung, wobei die möglich kleinste Veränderung des Ganges Statt fin- 
det, nachzudenken. Ich bin dadurch auf folgendes Resultat gekommen: 

Es sei (Taf.III. Fig. 3.) uiB eine verficale Axe, Cfl = ä, ein hori- 
2otitaler Arm, E ein Gewicht, und DE = l. Dreht man die Axe, so ent- 
fernt sich das Gewicht von der Verticallinie DF. Ich nehme an, dafs 
der Winkel 9 sich im ganzen Umkreise gleich bleibt, welches durch den 
Widerstand der Luft in kurzer Zeit bewirkt wird, so dafs die bewe- 
gende Kraft (Feder oder Loth) der Reibung und dem Widerstände der 
Luft gleich ist. Vermindert sich nun dieser, wie z. B.-^bei gröfserer 
Wärme und tieferem Barometerstande, und die Reibung, wie bei Erwär- 
mung desOels, so ändert sich die Umdrehungsgeschwindigkeit und der da- 
von abhängende Winkel 9. Hieraus ersieht man, dafs derjenige Werlh von 9, 

für welchen ^==0 ist, der für den gleichförmigen Gang passendste ist, 

weil der Einflufs, den die zur Wiederherstellung der Gleichheit zwi- 
schen dem Widerstände der Luft, der Reibung und der bewegenden Kraft 
erfolgende Aenderung von 9 in dem Gange hervorbringt, nur von zwei- 
ter Ordnung ist. 

Sei V die Winkelgeschwindigkeit der Axe AB^ so ist die Centri- 
fugalkraft in horizontaler Richtung (ö-|-/sin9)i/*j und nach der Richtung 
DE und einer in der Vertical - Ebene darauf senkrechten zerlegt: nach 
dieser letztern (a-f-/sin9) cosö.v'. Die Kraft der Schwere, nach dersel- 
ben Richtung zerlegt, ist ^sin9} es ist daher, wenn der Winkel 9 wäh- 
rend der ganzen Umdrehung beständig ist: 

(ö + /sin9)co8d.v" SÄ ^sinÖ, 
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oder 



1. c + /8inö :t= ^tangÖ, 
und wenn man differentiirt und v constant setzt: 

oder 

2. /cosd^= 4- 

Die Verbindung der beiden Gleichungen giebt: 

ö + ZsinÖ = /sinöcosö^ 
oder 

ö + /sin 9^= O, 
folglich ^ 

3. sinö = — |/-|-, 

woraus man sieht, dals der Winkel 9 negativ ist, oder dafs das Gewicht 
E und der Arm CD auf verschiedenen Seiten der Axe liegen. 

Als Beispiel nehme ich an: a^=iO,lffs /=:0,2^, wo ff bekannt- 
lich die in einer Secunde durch den freien Fall erlangte Geschwindigkeit 
ausdrückt: so hat man ö = — 52^32' und die Zeit eines Umlaufs l'',333. 
Durch Veränderung des Winkels um 2*^,5, wodurch der Widerstand der 
Luft, wenn er dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional gesetzt 
wird, um den sechsten Theil gröTser oder kleiner wird, verändert sich 
der tägliche Gang blofs um etwa 5 Minuten. 

München, den 21. Juli 1829. 
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25. 

Beweis eines Lehrsatzes vom Fünfecke. 

la Folge der Aufstellung desselben S» 396« , 4. Band 4» Heft dieses Journals. 

(Von Herrn G ••..«.• .) 



Uer zu beweisende S^tz beifst: ,,Wenn alle Seiten eines beliebi- 
gen. Fünfecks ABCDE (Taf. III. Fig. 4.) verlängert werden, bis 
sie sieb in^', Z?', C\ D'y E' treffen, so sebneiden die fünf ge- 
raden Linien, welche d ie Mittelpuncte der Diagon alen ei- 
nes jeden der Vierecke ABEA', BACB', CBDO, DCED\ EADE' 
mit einander verbinden, sich immer alle in ein« und dem- 
selben Puncte." 

Es kann dieser Satz auf den folgenden einfacheren zurückge- 
bracht werden. Wenn vom Durchschnittspuncte O der Diagonalen des 
Vierecks ABCD (Fig. 5.) nach einer Seite AB desselben hin die Gera- 
den OE und OF gezogen und die Durchschnittspuncte M und N der 
Diagonalen der beiden Vierecke ACOE und BDOF durch MN verbunden 
werden, wenn man weiter die Linien CA und OE durch PQ, die Sei- 
ten CD und MN durch LG, und die Linien OF und DB durch RS hal- 
birt, so schneiden sich diese drei Halbirungslinien immer in einem 
Puncte U^ 

Wir setzen zur Abkürzung OA^s^a, OB=^bj OC^szc, OD=zd, 
OMzzzniy OI\'^=zn und nehmen OB und OA zu Coordinaten-Axen. 

Die Coordinaten des Punctes P sind dann: — -^ und + "o"' 

des Punctes Z/ - ^ "^ T ^^^ "^ 17 ' 



des Punctes S 



l ^ A ^ 

-1-y und — y, 



des Punctes G - • "i" T ^^^ ^"T" 
Die Coordinaten des Punctes E finden sich aus den Gleichungen 

-^ 4--^ = 1 und ^ = 1 der Linien AB und MC; die Coordinaten 

k ^ a m c 7^ 

■w 
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\ 

des Punctes Q sind aber halb so grofs^ und demnach: 

w^cfa — m) j lma(6 + c) 

«2 L-_ — £ und , V ' — '• 

aC'f'bm mb^ac . 

Die Coordinaten des Punctes F finden sich aus den Gleichungen 
-^ + -^=1 und — — -^ = 1 der Linien AB und DNs die des Punctes 

o ' a na 

R sind halb so grofs^ und also 

inh(a + d) ^^^ iad{b- n)^ 
na^bd bd'\'na 

Man kennt also für jede der drei Linien P(?, LG nni SR die Coor- 
dinaten zweier Punete, und findet also nach einiger Rechnung die Glei- 
chungen für diese drei Linien selbst^ nämlich:^ 

für die erste: y(Ä-}-c) + x(a — m) = -— ? — 9 
für die zweite: y(n^c) — x(m-|-d) = — ~ — , 

für die dritte: y(b — /2)-|-x(a + rf) = ^ — 2""* 

Subtrabirt man von der ersten Gleichung die zweite, so erhält 
man die dritte^ und es schneiden sich also die drei Linien PQ, LG und 
SR in einem Punete. 

Der so eben bewiesene Satz findet aber eine fünffache Anwen- 
dung in Fig. 4. Halbirt man nämlich hier die Linien AD und C'B' 
durch eine Linie ee^s CD' und EB durch eine Gerade aa^s AC undZ>'i5!' 
durch Ä6'i DB und A'E durch cc's endlich EC undJS'^' durch dd', so 
schneiden sich also diese fünf Linien aa'y bb\ cc'^ dd'j ee' in einem 
Punete } von aa' wird aber auch AA' halbirt^ denn die Linie aa' hal- 
birt zugleich die drei Diagonalen eines Vierecks AEBA'; eben so wird 
BB' von bb's CC von cc's DD' von dd' und EW von ee' halbirt. 



318 ^^' Aufgaben und I^hrsätze. 

. 26. 

Aufgaben und Lehrsätze, 

erstere aufzulösen , letztere zu beweisen» 



Aufgabe Tom Herrn Prof. Unger zu Erfurt. 

7. Drei in einer Ecke zusammenstofsende Seiten -Kanten einer ^drei- 
seitigen Pyramide sind gegeben; man soll die der Ecke gegenüber lie- 
gende Seitenfläche so bestimmen^ dafs der Inhalt der Pyramide ein Ma- 
ximum sei^). 

Lejirsätze yon Herrn Prof. Gudfrmcmn zu Cleve. 

8. Wenn man in der Ebene eines Vierecks ABCD (Taf. HI. Fig. 6.) 
eine Gerade so zieht, dafs sie die vier Seiten desselben und die beiden 
Diagonalen AC und BD schneidet , so findet unter den Theilen der ge- 
sogenen Geraden folgende Proportion Statt: 

RP.RS _ Rir.RV 

^ QP.QS ~ Of^'QP^ 

W 9. Wenn die Puncto ^und^ in v zusammenfallen^ so hat man 

die drei folgenden Proportionen: 

^ vp.vq PQ^ o rp.r* ^__ ri'* ^ ^ vp.vr pr 

vr,vs rs 5P-5* 51;* vq.vs qs 

Aufgaben von Anderen« 

10. Die Wurzeln einer Gleichung vom vierten Gradje durch tri- 
gonometrische Functionen auszudrücken, wie es bei Gleichungen vom 
dritten Grade angeht, auf welche sich bekanntlich Gleichungen vom 
vierten Grade bringen lassen. 

IL In einer prismatischen, senkrechten Röhre, in deren obern und 
untern Böden sich Öffnungen befinden, wird die Luft auf irg^nd eine Weise 
erwärmt, so dafs sie sich ausdehnt, leichter wird als die äufsere TjufY, und 
folglich aufsteigt. Es wird die Geschwindigkeit gesucht, mit welcher 
sie durch die obere ui)d untere Öffnung der Röhre sich bewegen wird, 
und zwar wenn nicht nach Bewegungs- Gesetzen a priori, so doch räch 
dem hypothetischen Gesetze, daCs die Geschwindigkeit einer Flüssigkeit 
derjenigen gleich sei, welche ein Körper erlangen würde^ der von der 
Höhe der drückenden Säule frei herabfiele. Auch kann statt der ver- 
schiedenen Temperaturen in der Röhre, eine mittlere Temperatur angenom- 
men werden 7 jedoch mufs die Elasticität der Luft und der Widerstand 
bei der Ausströmung, erstere nach dem Mariottischen Gesetze, letzterer 
nach bekannten hypothetischen Gesetzen in Berechnung kommen. 

^) Herr Prüf. Unj^er bemerkt Lei Ge1e«enLeit <frr Uebersenduni» dieser An fi^abe , dafi th« 
der Aufj^abe 29. im 4. Bande S. 391., die sieb daselbst, und barjrcentrisch im 5. Band S. 102. ^lo- 
set findet, und twar allgemeiner ^stellt, nocb eine analere, (geometrische Auflosunf: von Gtor- 
dano di Ottajano Turhanden sei, die sieb in den M^morU di Matematiea e Fitica dfUe so- 
riera italiana ^ tom, /K. {yeroma 1788. pag.4,) finde und auch tod K lüget in seinem Wörter- 
Luche. Art. Kreis» auf^fnoaimeii sei. 
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27. 

De approximaia seriei, juxta data functionis derivata 

dispositae, summatione. 

(Auct. Dr. C. J. D. Hill, Holm.) 



öit f = c^,fx -|- Cj,dfx 4- c^Ti^fx + Cj DY^ + . . . . serie5 summanda, et 

d^fx 

fx functio dala atque l^fx hujus derivatum /i*"", i.e. =7"^ — ~ (dxY ^ 

coöfficientes yero c^j c^, r^, . .*. constantes qualescunque (aliquatenus ta* 
men convergentes). 

Patet jam^ casum ab celeberrimo G'aufs ingeniosisaime pertracta* 
tum yd yf(x + y) seu yfx + t >'* ^/^ + 1 y ^ D"/;r + . . . . huc spectare. In- 
numerarum igitur formarum^ quarum ope summatio tentari licet> haiu) jam 

s = nj(x + a^) + /2j(x + a,) + rij^x-^a,,) + . . . . 
praecipue eligimus> cum casui isti special! bene conveniat. Erolutione 
atque comparatloiie utriu&que ipsius s valoris instituta^ hae oboriuntur 
aequationes; 



c,,., = /^oör.+ '^xö^"'+'^.ör'+ . . . • + nr^^ar-' 



'r^i **r-i • 



Quarum quidem numerus est s=2r, ignotorumque idem (s=2r); 
scilicet adsunt pluria a numero r, itemque n numero r. Ez istiSy si 
omnia tum n, tum a elicere in potestate fuerit, problema nostrum soIu- 
tum erit. Hae^ cum successive gradus 1, 2, 3, . . . . 2r sint, aequa- 
tionem finalem gradus satis elevati suppeditare videnturj nihilo tamen 
minus haec producitur^ gradus dimidio minoris^ quam altissimus (2r) 
aequationum a), ez quarum eliminatione oborta est. Forma igitur no- 
stra generalis majoribus haud laborat difficultatibus^ quam casus illius 
nuper memoratus. 

. Hoc ipsum invenif cum ad eliminandi exercitium, tum seriem 
quamcunque c, ^ c,x + c,x* -\- . . . . 

Crclle'i Journal d. M. V. Bd. 4.HfL 4l 
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svh formam producti plurium potwtatum (ex. gr. =2 c (!-{■• axy{i^a^zy^ — ) 
exhibere (quo quidem casu maxima industria atque circumspectio adhi- 
benda) tum plures atque plures aequationum nuper obortarum successive 
tractare^ mihi propoAuiflsem *). Ut vero' id , quod ita particulariter inve- 
neram, generatim demonstrare liceret^ alia ingredienda erat via^ qua 
etiam totam rem jam breviter explicare conabor. 

Est modus 9 qui aliquando in usum venit, numeros theoremati de 
quacunque functione valenti intextos determinandi; isque in eo consistit, 
ut loco functionis indeterminatae certa quaedam eligatur, quae isti de- 
terminationi maxime sit idonea. 

Hanc igitur suppositionem fx = — , nostro casui aptissimam vi- 

dimus. Hac enim admissa^ nostra^ ab initio piH>posita aequatio haec evadit: 

sett 

Quae quidem^ si illius pars dextra secundum x~" evolvatur^ coefficientes- 
que eidem ipsius x negativae potentiae annexi comparentur, rursum ae* 
quationes subsidiarias nuper expositas (a.) reddebit. Exinde igitur nihil 
reportatur, nisi quod doceatur, suppositionem nostram rite adhiberi« Si 
vero formamus functionem 

B(— x) = (x + oJ(x + ö,)(x + flr„) (x + Ä,^,) 

explicatamque per bx'' — A^x'^ '-f A^x'^"* — •... + ä^ repraesentamus, eam- 
que in utramque aequationis procedentis partem ducimus; »d, quod quar- 
rimusy inveniemus. Patet enim, nuUaSi instituta per B,( — x) multipli- 
catione^ ab dextra parte negativas ipsius x potentias superesse posse> (si- 
quidem ex. gr. J5(— x) /2 (x + a)~' = /i (x + ö,) . (x + a„) . • . • etc. sie in re- 

*) Hae etiam iptae aeqaationes resolvendae praecipuum implicari videbuitar nodum alias cu- 
jusdam qaaeationis, ejasqae dignae, qaae penitius perscrutarelur. Ni multam ftllor, fanctioDum 
secondum potcatias' evolatio ideo iasUtuitar, qaod in his et derivatio (differentialio ) et rederivatio 
(integratio) eaeqae qaoaiqae libet repetilae, facillime perficiantur. Simili etiam de causa, sciHcet 
ad differentiationem (A) atqae sammatiooem (z) sablevandam, interdiim secundum facultales aeu 
coSfficientes binomiales adgrediaatur erolatioDem. 

Quaslibet Tero haran operationum, i. e. omnes fere, ex quibus fnictus capere licet quam 
maximos, nallo fere negotio perficies, si functiones pracire exponeotialiter explicueris. Posito Tero 

/a?=: «o^''** + ni«"'*+ '«2 «*** + •••• •'^"* /^= ^o + CjX + c^x* + ..,. 
eaedem omnino oborientar aeqaationes (a.); quas igitar etiam bac de causa trsctationem mereri 
credidimiis. 
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liquis); ideoque coefficientes negativarum potestatum quae a sinistra ad- 
esse videantur^ re vera nihilo adaequari.' 

Exinde vero hae oboriuntur aequationes: 

l^i^r + <?a*r-i + ^3*/wt + • • • • + ^r*i + ^r+i^o = 0, 

J « 



9 



Quarum quidem ope^ cum nonnisi lineares sint> nuUo fere negotio cofeT-* 
ficientes b^^ b^^ b^^ •• •» etc., uno ezcepto^ qui arbitrarius superest nu- 
merusy determinantur. Quo facto ^ atatuendo aequationem ^cp = 0^ seu 

hancque resolvendo cum re vera idem ac 

valeat^ numeri a^» o,> o«» « • • • ^r~i> utut illius radices^ habebuntur* 

His igitur cognitis, idque aequationis ope^ quae non est nisi gra- 
dus (r) i. e. dimidii aequationis 

c^^ = n^a^' + n^aX"' + • • • t 
altissimae eanim^ quae ab initio solvendae proponebantur, facili satis new 
gotio reliquae ignotae (n) determinabuntur. Hanc in finem ad pri* 
mitivas aequationes ((») regredimur, earumqujs r priores per suum quem» 
cunque numerum ^o» -^i» -^a ^^c« multiplicatas addimus. Ita habebimus: 

si numeros istos ita determinamus , ut co&'fficientes sint aequationis 

(i=LKct), Imjusque radices öTi, ö,, . , , , ^r^if i* ©• -Ä'« sit (seu 

= (a — öO(« — ß^)(a — a^), . . . (ä — «r-J) q"^ quidem divisione instituta 
obtinetur 

Quibus igitur valoribus introduetis, totoque secundum (a) ordinatö, si bre* 
Titatis causa 

b,c, + 6„c._, + Ä.c^, + .... + Z»,c„ per (6 c), 
iniiicamus, habebinaus 

;, _ (fc c)r-, + (& c),w, a + (b c)r-3 o« -f- . . ■ ■ + (& c)o a»-' 

i. e. n est aliqua ipsius a functio, nobis per Fa destgnaniia, eaque fracta» 

41* 
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cujus numerator (Pä) est pars producli Bflr(Coö"-* + Ciö-« + Caa"^4-....) 
integra (i. e. ea^ quae potentiis negativis caret), denominatorque ^s^Kcc 
z=idBa. 

Posita igitur Fa = -^ seu 

habebimus /2o=^Äo> similiterque n^^zsiFa^^i n^:=zFa^, ...g /2^.j=Fa^.ji 
patet enim> 775 similiter ab (75 pendere^ ac n^ ab ^09 ▼el etiam similem 
calculum pro a^ ac nuper pro a seu a^ institui licere« 

Jam ut vides^ totum nostrum negotium aequationibus u4, B, et C 
rite solvendis perficitur. Resolutis scilicet aequationibus ^^^ cognoscuntur 
quantitates b, quae coefficientes sunt in aequatione B). Haec vero reso«* 
luta dabit omnia (ä) j ez quibus suumquodque (n) per aequationem €); 
geu nz=zFa computabitur. Habemus igitur id^ quod desiderabatur : 

cjoc + c.dfx + c^B^fx + C3Dyx + . ... 

Hisque subsistere quidem liceret^ lubet tarnen aliqua, tum circa praecl- 
sionem obtentam disserere^ tum circa utriusque istarum aequationum so- 
lutionem computoque ad hanc obtinendam aptissimo annotarej tandem* 
que totius rei usum ezemplis aliquot illustrare. 

Quod igitur ad accurantiam attinet^ statim vides formulam no- 
stram summatoriam 

rursus evolutam sub formam 

*</« + Kdfx + *.D«/x + . . . . + /t^DV^ + . . • • 
exbiberi posse. Quoniam vero ita semper sit 

jam patet ez modo, quo numeros a et n determinavimus, ^sse k^=iCo9 
k^z^c^f generatimque k^^zc^^^ siquidem m^2r fuerit 
Termini igitur numero 2r priores seriei datae 

s = Co/x + (?i dfx + c^D^fx + • • • • 
per iatam formulam (y) complete repraesentantur, errorque non nisi ez 
altioribus provenire potest, isque aperte hie est: 

e = (c^— i:^)DV« + {c^^—^^^) D^'+*A + • • • • 
quo quidem corrigendum est ö", ut evadat =^ = 0' + ^. Hie vero er- 
ror eo est minor^ quo major est r, quoque citius quantitates c decrescunt. 
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. idque quo regularius^ quo ipso non possit non c^ — k^ adhuc minor eva- 
dere. In casibus quidem specialibus^ quos tarnen in praesenti pertractari 
nobis haud est animus^ iste error brevius exhiberi potest^ ut ex. gr. nu- 
per celeberrimus.Jacobi pro casu Gaussino elegantissime docuit. 

j4. Aequationes jf), ut primi gradus^ juxta notissimam permu- 
tandi artem soivi quidem possunt} quoniam vero particulari gaudent forma^ 
hac ad faciliorem solutionem uti licet. Si enim aequationes ^^ respective 
per ßo> ßi> ßa etc. multiplicatae adduntur, obtinentur hae: 

^oßo + ^ißi + ^aß« +.... + Cr^^ßr^^ = 0, 
^ißo + ^aß* + ^jßa +•••• + ^r ßr-i = 0, . 

pro definiendo b^ib^ (restat scilicet: 

Hae vero si adtenderis^ aperte ad casum praecedentem ipsius ^) 
seu ad r unitate min\ita spectant^ 

acceptis ßo> ßo ßi 

loco horum K^i9 A^«» ^^3^ •••• etc. 

Quae cum ita sint^ exinde fluit modus simplicissimus^ omneS casus SUC' 
cessive simulque solvendi. Si enim a primis ducitur principium^ radi- 
ces praecedentes inverso ordine factores erunt idonei ad subsequentem 
solviBndum. Sit igitur 

1) r=l, i. e. A) b^c^ + b^c^^O, 

nnde statim habetur: 

*o = ^o «t b^ == — C?i, 

2) r==2, i.e. ^ P^ J*'"^ J ^^ =^ ^' 
Adhibitis igitur factoribus ex 1) desumtis -«r^ et c^y obtinebitur 

i.e. Äi=CoC3 — c^c^ et b^^ascl — c^c^. 
Quoniam rero si aequationes ji)^ diagonaliter inverso scripseris ordine 
i. e. hoc: b^c^ + b^c^ + 6^c^ = 0, b^c^ ^b^c^^ b^c^ = 0, 
aequationes obtinentur prioribus similes^ ea solum difierentia^ ut b^b^b^s 
c^c^c^Cq locum teneant respectiye horum b^b^b^s c^c^c^c^s statim, si ad 
hanc permutationem adtenderis, habebis 
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3) Sit r = 3 et 

A) \h^c^ + A.c. + Ä, ^3 4- h^c = 0, 
U3C, + ÄjCj + Äje?4 + b^c^ == 0. 
Factores ex 2) jam adsunt: 

quarum ope statlm ex forma: 
habetur: 

iterumque ex diagonal! perversione, ut et permutatioae hac: 

• ^3 L>2 • # » • C5 C4 C3 Cj Cj Cq 

dantur eo ipso: 

K = ^a^s'— ^a^4 + ^i^i>^5 — ^i ^3^4+ ^0^1 — ^o^3^5 et 

Signo scilicet mutato, ut ex evolutione directa termini cujascunque jube« 
tur: id, quod alterna vice^ i. e. pro impari ipsiu8 r valore effciendum. 
4) r = 4. 



-0 



• 



Valoribus ex casu praecedenti per bly b\y bly b\ distinctis, harum- 
que aequationum radices per b^f b\j b\^ b\ indicatis, statim habebitur, 
prioribus factorum loco adhibitis: 

— ä; = c,b\ + c,b\ +€,b\ + c^bl et 
b\ ^ c,b\^ c,b\^ c,b\^c,bl 
exque hi5> Taloribug in c loco &'•••• introductig^ permutatisque 

Öq Ol • t • • CqC 1 1 • • ft C7 
Ot^O^ • • • • ^7 Cq • • • • Cq 

habebuntur £4 et £3, quorum valores utut prolixiorej transcribere haud 
labet; b^ vero ex quacunde tequationum ^) postmodum computabitur. 

Ad finem observare liceat, adhuc dari modum ad coef&ciente» ae- 
quationis B) perveniendi ^ eumque magis directum > nihilo tarnen minus 
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«atis laboriösum. Si enixn seriem ^o+.^i^"H^8^'4'*««* ^^ formam 

±—ax^i — a,x^ l — a^co^** •• 

ezhibere velis, ex evolutione partis deztrae ejusque comparatione cum si« 
nistra^ statim habebitur 

]. e. omnino eaedem aequationes o), ac quae ab initio nobis oborieban- 
tur. Si yero jam loco partis dextrae illius summam algebraicam, quae est 
fractio rationalis^ per 

&o + ^x ^ + ^a ^* + • • • • 
designanda, acceperis, alius operandi modus patebit. Sub hac enim fra- 

ctionis forma series proposita Co-|-c^:r-f-«««« directe exhiberi potest^ si 

haec in unitate bis dividatur^ residuumque in illa etc., totumque opus ad 

fractionum continuarum modum absolvatur. Cujus yero rei, cum et no- 

tissima sit et satis laboriosa (praeter in casubus specialibus), ulteriore 

expositione in praesenti supersedere liceat. 

B) Quod ad aequationem B) attinet, yix quidem aliquod calcu- 
landi compendium admittere videtur, cum nullum fere dubium sit, quin 
universalissimae sit formae^ quandoquidem coefficientes illius duplo gau- 
deant quantorum arbitrariorum numero, ideoque quidvis evadere posse 
yideantur. In casibus igitur specialibus tantum aliquid ejusmodi est ex- 
spectandum; inter quos praecipue est observandus is^ cum series propo- 
sita alterno deficitur termino. 

Sit igitur 1) Cj = = Cj = Cj etö. 

i. e. ^ = c^fx + cj)*fx -f c^D*fx 4- . . . . 
Si hoc in casu alternas consideremus aequationum ji^ mox patebit ess^ 
Ä^ = == Äj = ^5 • . . ., nisi forte fuerit c\ — c^Ct^z^Q =s rj — c^c^ . . . • Ad 
quae si' adtenderis, mox videbis ceteras aequationum Ay simpliciorem in- 
duere formam , quae illi ad casum generalem pertinenti similis sit. Inde 
igitur solutiones huic casui accommodatas facili negotio erues. Si enim 
r' huc sit idy quod ibi erat r, solummodo loco 

CoC^c^c^c^c^ • • • • sumendum est: 
c^c^c^c^c^CiQ . . • . cum r' = Q,r\ 
vel Cg C4 Co CgCjioCij • • • • cum r' = 2r -}- 1. 
Sic ex. gr. pro r^ = 5 statim hac permutatione habetur 



I' 
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atque /i^ arrj — c,C|;, indeque aequatio 

soluta facillima. 

II) Sit s = c.dfx + c.B'fx + Cs D^A + . . . . 

i. e. Tq = = Ca = ^4 elc- 
Tum itidem faoillimo negotio patebit, pro r^ = 2r-)-i esse &^ =s = * 
Äj =1 ^4 • . . ., atque pro r'= 2r, ä, = = Äj = Ä5 . . . ., nisi forte, faerit 
r^ — Cjr3=cO = c| — C3 (?-.•.• Deinde si per b^ illud i„, quod ad r at- 
tineat| ut antea in A 4), intelligitur, statim habebitur 

^5 = ^5 = ^1^7 — ^3^6> Äj = Äj = cS — C3C-; etc., 
i, e* coefficientes aequationis B) pro r^=2r et pro r^==2r-j-l eaedexn, 
ipsaque aequatio eadem. 

Sic ex. gr. tum pro rz:^^^ tum pro r =: 5 est aequatio B) 

(c-; — C, C5) »* + (c, C^ — C3 O «- + c? — c, c, = 0. 

Ex hinc igitur patet, seriem nostram si alterno defecta fuerit ter- 
mino, approximale summari posse solita Algebrae facultate^ i. e. solvendo 
aequationem quartum gradum haud superantem, idque accurantia, quae 
circiter ad ü^^fx vel D^^x adscendit. Fit enim pro r=:9 aequa- 
tio A) liaec: 

*o*^+ ^1*"+ *4*^+ ^6«^+ *8öt = in casu primo, 
vel *iÄ®+ Ä3Ä^'+ b5«*+ ^7«*+ Ä9 = in casu secundo. 

Quae aperte ut aequationes quarti gradus resolvi possunt. Primus vero 
correctionis terminus est (Cig — ^•i8)D"/x, qui in casu secundo nihilo ad- 
aequafur. 

Circa aequationem B) tandem observandi sunt casus , qui ex di- 
versa radicum indole oriuntur. Quanquam enim ex modo^ quo ae- 
quatio B) exoritur, cum (n-^n,)fa loco nfa-^n^fa sumi possit, radices 
ilHus (a) inaequales esse dcbere (id, quod in eliminatione directa inter 
aequationes a) admittendum erat, ut aequatio minoris gradus proveniret) 
videatur, tarnen accidere pbtest^ tum aliquas aequationis B) radicum in- . 
ter se esse aequales^ tum aliquas esse imaginarias. Jam si aliquae ae- 
quales fuerint, ex. gr. a^=:a^y valor ipsins /i infinitus generatim prodibit^ 

erat scilicet nss-j^^ pro radice vero aequali (o) aequationis Bas 

est dBa=:Oy cum idem de Pa nonnisi in casibus specialibus asserere 
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iiceat. Exhino igUur patet, formam admissam rammae c huic casni 
haud adaequari) attaiaeB» si paululum immotatur^ huic etiam accomo- 
dari potest. 6i scilicet fuerit a^ s= a^ =; a^ •••»'= fl^s loco partis 

sumendum est; 

nofi^ + Oo) + «irf/(x + 0+ ..... + n Dy(x+A). 

Sit enitn er. gr. n^ = a^. Ponatur vero, priu/^quam aequales de- 

renerint, fr^z=:a — o» atque ff^=s g-jfu), itemque Pa.f(X'^a) z;=z^a, 

eritque pars ipsiui <r dubia 

_ y(g— ft>) I y(a+ft>) 

Quoniam vero (« — ö — «)(« — ff + ft>)> seu (a— «)* — a? factor est ipsius 
:«, poni potest 

indeque infertur 

ideoque 

dB(a + 0) = 2(»B(a + «) = 2(a(Ba +(adBa + ...^) 

similiterque 

dB(a — od) = — 2<ti.{Ba — mdBa)'^ 

his igitur introductisi- habebitur 






seu 

id, quod in casu radicum aequalium, seu cum u=sO fuerit^ fit: 

Ba .dtpa — wa,d^Ba 

p=^ iß^)t • 

Erat vero <pa = Pa.f(x+a)y ideoque 

dcpa = dPa./(x + a) + Po.rf/(x + o); 
indeque 

Ba>dP(i — Pa,dBa)^, . ^ , Pa ./•/ • v 

qua« igitur quantitas in ff loco hujus 

nf(x + c«) + Ä ^(x + aj 
est introducenda. 

Sit ex. gr. ' 

t = r„/x + c.dfx + C.DV« + (3c,— 2rJDV« + SC^— «ODVx 

+ (9 c. — 6 c, — a O D*/« + etc. 

CrclU'i Juiirnal d. M. V. Bd. 4. Hft. 42 
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samaturque r=3, quo per aequationes ^ ottinebiturr 

*o=l, Äi=0, ig = — 3, Ä3=2, 
i. e. aequatio B) erit B««= a^~3«-f-2, cui radices sunt 3, — 2, 1; 
est scilicet Bo(,z=z(of, — l)*(a — 2). Inda igitur obtinetur 

atque rfP« = 2Co« + c^, rfJJa = 3(a* — l), tandemque 

Pa Co a* + ^1 ** "f" ^a — 3 c< 



rfBa 3(a* — 1) 

qui quidem pro a = — 2 reddit 

„ Ca---2cx+go 

^Ä — ö > 



at pro 6(=:l^ /2=cx). Est vero J5a = a + 2, ideoque 

B, = 3, rfJ5 =^ 1. 
Indeque 

"ViJA 9 ' *^ Bx 3^ 

Ideoque 

accurata ad D°/x. 

Similem in modum procedi poterit^ si pluria radicum aequalium 
paria adfuerint^ vel etiam numerus aequalium major fuerit;' cujus vero 
expositionem^ ne jusfo prolixiores evadamus^ in praesenti omittere liceat; 
cum quidem numerum r mutando interdum nodus eludi possit. Id sal- 
tem monuisse juvat, ejusmodi in casibus numquam tot terminos seriei s 
per formam (Ty non nisi ex partibus hujusmodi nf{x'^a) compositam, 
quot^ si derivata etiam admittantur^ haud repraesentari posse. 

Sic ex. gr. seriei 

s = D^x + eD'fx + e^Iffx + . . . . 

terminus primus per ^-^ — j repraesentari potest, errore jam ad sequen- 

tem exstante^ ex principiis vero nuper allatis obtinetur 

_ y{x+Ve)—f{x^Ve) dfx 

^ — 2VV ' e ' 

tumque omnes termini usque ad Ifjx vel D^fx accurate exbibentur. 

Quod ad imaginarias ipsius B) radices attinet, nulla specialis 
inde exoritur diflicultas^ sed tota quaestio ad vulgarem: /(p^-^-fy) aub 
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formaxn -Y-j-iZ exhibere, reditj id, quod pro functione / bene nota sem- 
per effici posse constat. Si enim ita obtinetur /(fl + '^) = !/*a + '.*/«> 
atque n = n^-\'in'^ statim habebitur 

Neque vero radices imaginariae aequales tnagis officiunt^ data enim ex- 
plicatlone ipsiu8/(x-|-/y), inde etiam D'*/(x-f"'y) explicandi artem sem- 
per elicere possumus. Exempla aliqua ad finem proponere est animus. 

C) Valores tandem quantorum (n) ex ipsorum juxta aequatio- 

nem (C) fseu /i = j^j, si rationalia fuerint, facile computantur, ni 

difiScuItas nuper pertractata o£fecerit^ quae quidem arte modo tradita pel- 
lenda est. Si vero surda vel etiam imaginaria adfuerint quanta, certe 

aliquid levaminis adferatur, si loco functionis fractae jg- alia^ isti in 

casu ßa::=zO aequivalens^ integra (Ha) substituatur. 
Hoc vero ita fit. Ponatur 



= Ha + Ba.-T-^9 



erifque 

vel breviter 



dßa * dBa 

Pa = Ha.dBa-^-Ba.Ka, 



P = H.dB + BK, 
radice subintellecta» Omnis igitur rei cardo in eo vertitur, ut aequatio 
functionalis formae P= AH -{- BK^ ubi^^ JS, P sunt functiones integrae 
datae, H vero et K quaesitae, rite solvatur. Hoc vero effici potest vel 
coefficientium indeterminatarum ope, vel magis directe modo isti simile, 
quo in aequatione primi gradus per numeros integres resolvenda utamur. 

Divisione scilicet continüa efficitur -p-= . indeaue calculi no- 

tissimi ope eliciuntur h ^i k tales, ut jih — iSArcsi (seuconst.) sit. Quo 
facto statim habetur: 

H z=z B.J+hP et K z=z k.P — JJ, 
si quidem J fuerit functio integra qualiscunque, quae tamen cömmodi- 
tatis causa ita determinatur, ut ^ et JT gradus quam- iofimi ßanL 

His jam feliciter dissertatis, methodi nostri usum pauois isdi- 
casM rafficiet« .Frimum vero observandum est, seriem quafncuiique hu- 
jus formae 

42» 
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I 

s^ == cj'x -j- ec, dfx + ^cjy^fx + eVj Di'fx + . <r . r, 
earundem aequaüonum ope summari posse^ ac haecr 

*i = ^c/3c + c^dfx + cji^fx + c,D'/x +...., 
i. e. factores coefficientiom seriei datae (seriei geometrice progredientis) 
ad interim seponi posse. UniverBim enim^ ponenda c^^ loco c^y h^^ 
loco b^y atque e« loco »f ideoqae eff» loco a„^ series ^^ in ^< migrat^ 
nihilotamen minus aequationes A) pro (Jb) definiendis^ itemque B) pro 
(c), atque C) pro n^ eaedem remanebunt. Fit nempe 



'£' 



licqoe in reliquis. Summata igitur serie 

s^ sz cjx -|- c^dfx + cji^fx + c^jyfx + •...►, 

eadem opera obtinebitur: 

Jam igitur nostrae rammationis ambitu approxioaationem Gaussinam com- 
prehendi patet Fit scilicet ex principiis jam expositis^ cum 

At, hoo in cara: 

^o=yf c.^iy^f ^5=iy* etc., 

Tel, li mavis: 

Cq SS 1 j Cj sss ^f Cg sss j etc» 

indeque ex« gr. pro rs=2, aequatio B) 

«g-^a + ^ = 0, unde «c=— = — ^^ 
ideoque 

Prins^am yero ulteriut progredimur, hos speciales summationis nostrae 
casus proposnisse jnyat. Ex regulis sciKcet antea traditis obtinetyr: 
X) s=z cJx + e^dfx + c.D*/x + cJÜ'fx = 

a) pror = l: * = c,/(x + j) +.(c4— J^ D«/x + . . . . 

Ä) pro rsc2r * = /i»/(x + aJ-(- /i^(x+«0 + ^D*/« + . •.., 
exiistente 

«A«aP-f*^^+^c='0, i.e. {c\ — CoCja* + (^o^,— ^^Ci^Ä+cJ — c^Cjsso, 
onde 
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2Ä,« + Ä. = ± /-(*«- 4M.) et „ = *2f2.^±|ip±*o£i, 

tf ) pro r = 3 : s SS nj(x + «.) + nj{x + «,) -J- /2,/(x + «,) 
(com errore XeDV^)) >i 

*o«' + *!«*+ Ä.« + Ä, = 

^07 ^i> ^»» ^}» u^ A^ -^ docuimus, cteterminatis. 

II) j„ = Co/xH- c^ D*/x + C4 DVx + . . . . i eril 

«)*» = f[/(x + P^^)+/(x-l/^)]+x., 

e) *„ = /i, [/(c + «.) +/(o — « JJ + «, [/(ö + «0 + /(« — »01 + «• 
•i db «Ell d: «a radices sunt aequationis 

(seil =3d,a*4-*a«'+*4 = 0), atque 

n — ^o ^o • *** "t" ^o ^a "t* *^o ^a 

III) j, = c, rf/x + c, d Vx + Cs D*/x + ....} erit 
vel 

siquidem fuerint :!:«,» it»// radices aequationis 

•tque __ &, c. «» + &„ C3 + fr, «r, 

ubi 1 « «.1 

i. e. coefficientea luae aequationis B). Indicat yero %n, errarem ordinis 
n**, eujus primus ert terminus (c„ — *n)D"/x. 

His praemissis ad integratianem simplicem redire licet. Ex for- 
1015 II) ä) et b) igitur oBtinetur: 

Tel = -|-[8/a + 5(/(<i + e/-f)+/(a-ev^|))]+ ^^V^'D'A. 

Qua» quidem formulae ad integrationem inter limites a — # et 
a-f~^ instituendum aptissinaae mihi Ttdentur. 
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Latissimus vero patet formularum nostrarum usum ad integra- 
tionem repetitam instituendum. Si enim aequationem 

/(a + x).(rfx)'- = (rfxy.(/<3f + xrf/fl+x*DVa-f....) 
r yicibus integraverimus^ obtinebitur 

J\dxma^x) = ^(/a + ^c/A + ^D'/a + ....), 

si fuerit n^ coefliciens binomialis (lermini (.v — l)'^* in potentia /i**) at- 

sc 

que r', = 1 . 2 . 3 . . . . r. Hac igitur in Serie sunt c^ = 1 , e^^ = — r-r , 

X* ap'» I . 1 1 

^2— (^4:2),' ^-— (T+l^' veieiiam r^— 1, c. — ^-pj, c,_^— p^- 

etc. geometrica scilicet exciusa. Erit igitur aequatioZ?)^ si secundi gra- 

dus accipitur, haec: ;. 1 1 a ^ _i_ ;. r. 

seu 

seu, rednctione instituta: 
li.deque 

«=-i-3.[.±,/(..^)]. 

Tix aequatione vero C) est 

His igitur valoribus substitutis, erit 

Pars vero i^tius scriei haec: 

i,a-^ I r.(br + n) /_ . (r + 3)(r+4) j /l" "^^ K V+3XH-4))( 



< 



2) 
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breviter exprimitur. Hoc vero ad integrationem inter limitea -^ x et 
--- X accomodari polest. Potest vero de repetila integrationis aequatione 
auxiliaria E) hujusque radicum indole atque limitibus aimile quid eo- 
demque fere modo, ac quo nuper celeberrimus Jacobi de simplicis ele- 
gantissime docuit, demonstrari. Id quod brevitatis causa in praesenti 
omittimus. Hujus vero rei ope functiones integrales, quae magis magis- 
que transcendunt^ approximate exhiberi possunt. Ex. gr. 

fd(pfd(p^(l — €^S(p^)y /d(p/d(pfd(p/'(i — c^S(p^) etc. 
vel hujusmodi: 

quae quidem 

evadit. Ex quo illius usum latissime patere constat. Neque vero minus 

innumeris aliis questionibus accomodari potest. Omnia recensere quis 

valet? Nonnulla igitur attulisse sufficiat. Ingeniosissimam summationis 

ope integrandi formam exhibuit celeberrimus Legendre {Exerc.du calc. 

integr. /. 311.)^ quam ponendo 

jr^ ^/^ 7ft>' r\3r^ 1 ^^^'^ x\hc^ \ 

^ "~ "24 960 ^^^"r "8064"^ /"'"••••' 

breviter ita recapitulari licet: 

"^^f dxfx = cöS/C/i + i«) + a)«(F^,— FxJ 

exsistentibus Xi = «iCü, Xn^zn^oo. Nostris vero ex regulis Fx per varias 
formulas constructas quam proxime repraesentari potest. Est enim, vel 

ideoque juxta formas modo propositas: 

cum correctione ordinis «i)*D*/j:,- 

2) Fx = /T[rf/(«'+«i^(T-5V)) + rf/(x-«/-(fVcr))], 

3) Fx = ,\{mjrf/x + ^^[rf/(x + «,r(^'^)) + rf/(x-«vr(f^))]}. 

Correctionesque respective sunt ordinis 

1) M*D*/x, 2) w*D*/x, 3) «"D'/x, 
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qaae quidem pro Jdxfx ulterius minuanliir in ratione %fi\'j quo ipso 
ex. gr. (ormula 3) hoc integrale reddit cum errore ordinis ta^D'fx, qui 
qaidem, cum « arbitrarium sit, nullo fere negotio quantumvis minuitur. 
Id tarnen interdum usui harum formulamm officere potest, quod imagi- 
narias comprebendant quantitates; quastamen, si /x, Tel saltem dfx, ex 

■ 

elementaribus composita iiierit functionibus, aecundum calculi imaginarii 
noüssimas regulas exterminareris. Sic ex. gr. si desideraverimus fdxLSi^ 
mox habetur dfxz=z7^x (i.e. =cotangx), atque 

T\a + ib)+T'(a^ib) = 2Ta. ^— ^^' ^ 

81 breriter taogentem hyperbolicum —. — seu ^ , _^ per Tb designare- 
rimuj. Erit igitur juxta formulam 3^: 

'^y^dxLSx = consl + «2L.S(/i+i«) + 

.^y'xfl517 + 343. i--^>:"^)- ) 

quae formula caIcuU trigonometrici ope si maris simplificata, hanc fun- 
ctionem transcendentem usque ad enrorem ordinis «'' accurate suppeditat *}. 
Idem alibi (p. 328.) aliam haud minus memoratu dignam exbi- 
buit seriem 

* ~ 12 720 J^ "•" 30240 '^ ~ 12O9ti00V* 

quae nostris accommodata, vel • 

Tel 

scribenda e^, ideoque Tel per 

vel per # 

+ »»«^07* + .... 

exhibenda. 



•> 



/3t _ i /9 6.31 i I5gr4 \ 

r« "" 2 \16"*" 9.49 9. 16. 49* 15074» — ij 

accurate W loaun di'"" ^ccioialrai« iio»oUru oobu supp^dilar fur&ala. 
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Imagintria igitur hie etiam adsuDt, quae quidem in problemate 
illo ballbtico eliminari possunt. 

Errorei (e) aodem modo quam prozime exbiberi possunt« Com 
onim Sit 

li poauerimuf 

atqttt 

iterom habebimus leriem 

aub formam 

ponendam. Sic ex» gr. obtioetur; 

Alio modo idem fit, lioc fialtem in casu^ per formiilam celeberrimi 
J a CO b i ( tom. L pag. 307.) : 

jjuaa quidem ut integratio repatita per id, qüod antea docmmua^ sum- 
mari potest. Series CQfx^€^dfx'\'C^iy[x'\'.... generatim igitur aub 
formam 2 nf(x + ö) + 2m D'*/(a? + 4) + etc. poni potest. 

Haecque hactenus indicaBfie aufficiat. Quali incremento ezbinc 
eliminandi arg augeri possit, docere^ aeparalam mereri tractationem no- 
bia videtur. 



I I I ■»■■■^■HPH—ip»* I 1 1 
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28, 

Mathematische Bruchstücke aus Herrn N. H. Abel^s 

Briefen *). 



'Wenn eine Gleichung des fünften GradeSi deren Coefficienten ratio- 
nale Zahlen sind^ algebraisch auflösbat ist, so kann man den War- 
sein folgende Gestalt geben: 

x=c+^. o^ a\. öj. o*-f u^j. a\. q\. a\. c*+u^a» «!• «*. o*. «f +-^3 • pj- af* of* »!> 



fl, = m-;2/^(i + + i^[Ä(i+e*— /^(l + O)], 

Die Gröfsen c, Ä, ^, m, /i, JT, Z', JT", iT'" sind rationale Zahlen. 

Auf diese Weise lafst sich aber die Gleichung ar*4"^^ + *=^ 
nicht auflösen, so lange a und h beliebige Gröfsen sind. 

Ich habe ähnliche Lehrsätze für Gleichungen Tom Tten» llteDf 
Idten etc. Grade. 

Freyberg (im Erzgebirge), den 14. März 1826« 



11. 
Eine allgemeine Eigenschaft derjenigeh Functionen, deren Difle-. 
renzial algebraisch ist, besteht darin, dafs die Summe einer beliebi- 
gen Anzahl Functionen durch einn bestimmte Anzahl der nemlichen 
Functionen ausgedrückt werden kann. Nemlich: * 



x^, Xs9 • • • • x^ sind beliebige Gröfsen, z^, z^, 



• • . 



alge- 



braische Functionen dieser Gröfsen und t; ist eine algebraisch -logarith- 

*) Der Herausgeber gUubl, dafs auch diese Bracbstäcke aas den Arbeiten des leider der Wit- 
senscbafi viel an früh durch den Tod entrissenen Hrn. Abel nicht Tarloren gehen dilrfcn. 
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3ä7 



ß 



mische Function derselben} n ist eine bestimmtQ » von /x ui{t(bb'Sn^|l 
Zahl. Ist Z..B. (p eine algebraische Functioni so ist nisät^ wie bekannt^ 
ans Legendre'5 Th. etc. . . *^ . ' 

WenÄ aber die Function nicht eUiptiscfh' ist^ 9$ kdnnt tnan bis 
jetst keine £igensohaflen derselben Ab eineil der merkwnVdigsten Pill* 
will ich folgenden hinschnaiben« 

Wenn man die Function 

durch (p(x) bezeichnet, so ist 

1. (P(xO + (p(xJ + (p(x3) = C — {(P(y0+^(ra)^^ 
wo x^j x^^ X3 drei willkürliche veränderliche GröTsen, C eine Constante 
und yj, y\ die zwei Wurzeln der Gleichung 

2c,—«, ~* "" '*•' ' 2c, 

sind. Die Gröfsen c» r^» c, sind darch tti» drei Hnearea Gldichubgen: 

« + Ct*. + Ca*!+«J = V^(ö + Ol *» + «,«? + Ca*? + ....+«!), 

^ + ^i^3+^aAS + ^l = /'(ö + flfi^3 + öaJr; + . ,.... + arf) 

bestimmt. Durch die Gleichung 1. ist die ganze Theorie der Function 
9(^) gegeben, weil die Eigenschaft welche sie ausdrückt, wie man be«> 
weisen kann, diese Function völlig bestimmt« 
.Paris, den 9. August 1826. 






III. 

Wenn man eine Curve AMBN (Taf. IV. Fig. 1.) beschreibt, deren 

Gleichung 

X = V^(cos2(p), 



wo 



z = AM^ <P = Z iJf-^Ä, 



so ist der Bogen AM durch folgenden Ausdruck gegeben: 

und hängt also von den elliptischen Functionen ab. 

Nun habe ich gefunden, dafs man immer die Peripherie AMBN 
geometrisch (d.h. vermittelst des Lineals und des Zirkels) in n gleiche 
Theile theilen kann, wenn n eine Primzahl von der Form 2'^-)-l ist, 

43» 
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oder wenn 

n s5 A^(a*+i)(a'^+ 1) (2-"+ 1) • . . . (a*^^+ 1), 

wo ft'^+lf a"^+^ ^t^* Primsahlen sind. 

Wie Sie sehen» ist dieses Theorem gans dasselbe» wie das Gatt- 
fsische för den Kreis. Man kann auf die Weise die obige krantmie 
Linie s.E. in 2» 3» 5» 17 etc. gleiche Theile theilen. Meine Theorie der 
Gleichungeni Terbunden mit der Theorie des nomhres^ hat mich auf die- 
ses Theorem gefuhrt. Ich habe Grund 2u glauben» dafs Gaufs auch 
darauf gekommen ist. 

Paris» den 4. December 1826. 



IV. 

Dagegen habe ich die Summe folgender Reihe gefunden: 

•^'^^•rp^ + «iö3(p. j^^ + sin5^. jq;^ + . . . . 

(^a und <P sind willkürliche reelle GröCsen) und dergleichen. Sie lifst 
sich durch elliptische Functionen ausdrücken. 
Christiania» den 15. November 1827. 



V. 1. 

Je pröpare dans ce moment un th^oröme sur les fonctions ellipti«- 
ques» oü j'ai consid^rö la th^orie de ces fonctions sous un point de Tue 
tres g^nöral. Ce memoire sera divrs^ en deux parties. La premiere 
contiendra la Solution de ce probl^me gen^ral: 

^yTrouver toutes les relations possibles entre un nombre quelcon- 
que de fonctions elliptiques qui pourront s'exprimer par une öquation 
de la forme: 

1. ^xn»(xj + -^«riaCx^) + .... + ^„n„(xj 

= r + B,Iogi;,+i?Jogv.+ .... + B;;,logv„, 
X, Xa> • • • • X|,9 r^ t/^» Ua> • • • • ^m ^tant supposös des fonctions algö- 
briques quelconques d'un certain nombre de variables independanies. 
Ili^ IIai • • • • n„ dösignent des fonctions elliptiques quelconques» c'est a 
dire des integrales de la forme: 

oü P^ est une fonction quelconque rationnelle de y. 
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Je pafriens d'abord ä 6e ih^rime g^n^ral: 
Th^or^me !• Si une ^uation teile que (1.) a liea^ nne quel* 
conque des fonctipns Ti^{x^f Tl%{*^9 • • • • ^„(^0^ P* ®^* H^C^O sera ex* 
primable par des fonctions algöbriquea et logarithmiques^ et od döit n^ 
cewairement avoir: 

oü ü est une constante^ y difförent de /i| et y une fonction ration* 
aelle de x." . 

Une relation quelconque entre plusieurs fonctions elliptiques en- 
traine ainsi nöcessairement une relation entre deuz fonctions de la pre- 
mi^re esp^ce. En vertu de ce thöor^me la Solution du probl^me gönä- 
ral pourra Stre principalement r^duite k celle de satisfaire de la ma- 
ni^re la pluag^n^rale k Töquation (2.)* J'ai obtenu la Solution compl^te 
de ce Probleme. J'ai trouvö pour rösultat qu'on pourra satisfaire ä (1.) 
d'une infinitö de mani^res. a sera une fonction des coefficiens a^y ß^i • •• 
• • • tt^j ß^, • • . • et entrc ceux-ci il doit j avoir une seule rela- 
tioui mais qui pourra dtre variöe d'une infinit^ de mani^res. 

Voici quelques uns des rösultats les plus remarquables. 

2. Soit pour abr^ger: 

Cela pos^i si F^quation 



*• M = 'fr 



a lieu, oü y est \i6 ä x par röquation algöbrique /(x, y) = 0, on aura 
toujours 

Oll ^09 -^xf • • • • -^fi 8ont des constantes quelconques et r une expres- 
sion algöbrique et logarithmique. 

3« L'^quation (3) ayant lieu^ on aura toujours 

oü Tun des parametres e^ et e est arbitraire, mais Tautre est d^termine 
par l'öquation f(e\ c ) = 0, ensorte que ces quantit(§s sont liees entre elles 
par la mdme öquation que Celles y et j?. r est une expression connue. 
4. Si une des ^uationa (4. et 5.) a lieu^ T^quätion (3.) sera sa- 
tisfaite ögalement^ en döterminant convenablement le cocfficient a. 
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5. 11 est impossible de rdduire des fonctiona de la forme 

aux fonctions de la prämiere espece^ esceptö pour quelques Taleurs par« 
ticuliöres des coefficiens de la fonction R, 



ß 



/-. 



6. n est impossible de röduire une fonction de la forme 

Öx 1 

auz fonctions de la premi^re et de la seconde especei except^ pour des 
yaleurs particuli6res du param^tre e. Ces raleurs de e sont dötermin^es 
par r^quation />*-r-y«.Ä = («— e)**, oü m est entier. 

7. Sir^quation ^^=^^ est satiafaite par T^uation algöbrique. 

f(y,x)=:0, eile sera dans tous les cas rösoluble alg^briquement^ 
en Sorte qu'on en pourra tirer la yaleur de Tune des quantit^s x et y en 
Tautre a Taide de radicaux. En supposant x fonction rationnelle de y, 
en Sorte que (p(y) = x,on aura> si cette ^quation est de degr^ impair: 

yr = fonct. ration- (x, }r(Pi+ 9i /"^) > ^(P%+ 9^ /^> • • • • V^(j^m+ 7m /"Ä))> 
<>u Pif 9x9 P%9 999 ^ • • • Pmj 9m sout des fonctions entiöres de :r, tellesque 

^19 ^29 • • • • ^m ^tant des constantes. Le produit des ezposans n^, 
/2a, • . . • /iw^est ^gal au degr^ de requation <p(y) = x. 

Dans la seconde partie il sera question des fonctions elliptiques de 
la forme l yrtA ^\ii— ^ x^^ ' ^^ r<m^M>ppose c r^el et moindre que 

Tunit^. Tous les r&ultats auxquels je parvlens dans cett^ seconde par- 
tie, et qui ne sont contenus implicitement dans ceux de la premiere par- 
tie, sont tirös de la consideration de la fonction inverse de la premiere 
espece. Je d^signe cette fonction par Xx, ensorte que 



C X 



Cette fonction X simplifie beaucoup toute la theorie des fonctions 
elliptiques. Elle a des propriet^s tres remarquables , et qui ont une ana- 
logie parfaite avec Celles des fonctions circulai res, mais leur nombre est 
encore plus grand. Voilä quelques -unes des plus remarquables. Nous 
ferons pour abreger 
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' . . . 

]• La fotfction Kx est une fonction periodiqae de x. Cette pro-^ 
pri^t^ est la m6me que Celle de sinx. La fonction X(x/* — l) est öga- 
löment une fonction p^riodique de ar. . 

3. L'öquation ^x = a une infinit^ de racines reelles et ima- 
ginaireSy savoir xssm^'^nta/' — i^ m et n ötant des nombies entiers 
quelconques. Les racines de Töquation plus g^n^rale hx =^ K» sont 

^ La fonction Aar pourra 6tre decooiposö en un nombre infini 
de facteurs . et de fractions partielles ^ p. ex. 

Tn "■" ^'» • ^» • zrATzrrrTrzTT' ' 



^ +00* +• / lyn 

A X SIS — • ^-, • 2^v • 



4. Le5 propriärös de la fonction hx sont intim^ment li^es avec 
röquation p^ — y*(l — y*)(l — c*y*)=o, oü-/> et 9^ sont des fonctions en- 
tieres de y. En effet si Ton dösigne par Xfi^ Xfiai « • • • ^^^ le^ raci- 
nes de cette öquation^ on aura» en supposant variables quelques -unes de 

ces racines, ^^^^^ = Ä(±(?,±9.±0,±. . . .±6^) • 

en döterminant convenablement les signea des quantitös 619 9«, 839 • • • • 0/<* 

5« ' On pourra ezprimer ^^(di + fis-f'««*«^^) en fonction rationnelle 
de XÖ.» AÖ., . . . • XÖ^, A(c, ÄÖJ, • • • • ^(c,k9^ quelles que soient 
les quantites 61, 3«! • • • • 0^« 

7. S*il Ton veut que^deux fonctions /.. ^ y / . ^ . , oü c et 

c^ sont znoindres que l'unit^, ainsi que x et y, pcuvent dtre reduites in- 

d^finiment Tune a rautre, il faut qu*on alt cette relation entre les fonc- 

. • • • 

tions completes \ 

f^ dx r ^ dx r ^ dx p^ ' ßx 

''I/o £^{c,x) Vo A(6',a:) ~" Vo A(,b,x)Jo A(c^,ar)' 

Oll m ei n sont des nombres entiers quelconques, et £^ssv^(l — c'^). Si 
cette öquation est satisfaite,, on pourra toujours e^primer y algöbrique*» 

ment et m6me rationnellement en x, de sorte qüe /x7~T ^^ VÄ7 ^"^ >* 
oü a leist une constante dont la valeur dopend de cvlle du modale c. 



\ 
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1. Si I'dn suppose röductiUes Tune a Tautre deuz fonctions de la 
premiere esp^cey ^.^ x ^ J a.( ^ \ ^ ^^ ^ ^^^ moindre qua runitö et e' 

rdel ou imaginaire, toutes lea valears de ^^ propres & aatiafaire a cette 

oondition^ seront donn^es par les deuz formules: 

* , i-8 1—3» 1-3* ^- , ^^ • j. 1+3* 1+3^ 14. 3* 

/^^ «i+g-i+JT-i+F'*'*» v^=/^*^»^*-ip--i+3i-i+7f^' 

oi ^ssv^/t/" — 1— y.^j, fi et y ^tant das nombres rationnels 
quelconques. 

n est k remarquer que si Ton fait /ec=bO| ys:l^ on aura : . 

* ±^8 1—3« V/ r^ Vx 1+** 1+^* 

V^^ = i+3-r:f:ii*-*^J ^* = /^*-v^*-i+r-i^ 

Ces formules doaneront donc le module c et son complöment b en fbno- 
tioDS de ^=s— T. 

Je passe sous silence un grand nombre d'autres propri^t^ tant des 
fonctions de la premUre e«p4co, que de Celle de la seconde et de la troi« 
siime espöce. 

V. 2. 

Thöor^mes snr les ^quationSt 

"A. Soient x^, x^, • • • • x„ des qoantit^s inconnues quelconqueSf 
et (p(oß|9 x^i • • • t x„) une fonction entii^re de ces quantites du degr^ m^ 
m itant un nombre premier quelconque: si Ton suppose entre x^ x«, • • • x« 
les n ^quations suivantest 

<P(Xtj;Xaf . «»f X|.) = 0, <P(Xa>X3,t • t • X^, X.) =: Oj 
<P(X3, X4, • • . . Xn, Xj, Xj = 0, .... (P (x„, Xx, Xj, . . . • X„^|) = 0, 

on en pourra gönöralement ^liminer m-^i quantites^ et une quelconque 
X sera döterminäe ä Taide d'une öquation du degr^ m"*. 11 est clair 
que le preniier membre de cette öquation sera dirisible p^r le fonction 
^(X| X| X|.«* .x) qui est du degr4 ntp On aura dono une ^quation en 
X du degr^ m'* — m, 

Cela posö je dis que cette ^guation sera döcomposable en 

^quationSy chacune du degr^ m^ et dont les cofe'fficiens seront determin^s 
k Taide d*une öquation du degrö • En supposant connues les ra- 

eines de cette ^quation, les ^quations du degrö m seront rösolubles al- 
göbriquement. 
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Par er. si Ton suppose /? = 2, 772 = 3, on aura une equation en x 
du degr6 3^ — 3=6. Cette 6quation du sixieme degre sera rösoluble 
alg^briquement, car en vertu du th^orome, on pourra la döcomposer en 
trois liqualions du second degr^. Pareillement si Ton cherclie les valeurs 
inegales de x^^ x^, X;^ propres ci satisfaire aux dquations: 

on aura, pour determiner ^r^, x^^ x^y une öquation du sixi^oie degrö^ mais 
eile sera decomposable en deux ^quations du troisieme degre, les coeifi- 
ciens de ces ^quations etant d^termin^s par une öquation du second degpö. 

B. Si trois racines d'une Equation quelconque irreductible, dont 
le degre est un nombre premier, sont liöes entre elles de Sorte que 
Tune de ces racines peut etre exprimee rationnellement par ies deux 
autreSi T^quation en question sera toujours resoluble ä Taide de ra- 
dipaux. 

C. Si deux racines d'une Equation irr^ductible, dont le degr^ est 
un nombre premier, ont entre elles un rapport tel qu'on peut exprimer 
une des deux racines rationnellement par l'autre, cette Equation sera tou« 
jours ri^soluble a Taide deradicaux. 

Christiania, le 18. Octobre 1828. 
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29. 

Exercitalio algebraica circa discerplionem singularem 
fractionum, quae plures variabiles involvunt. 

(Aucl. C> G. J. Jacobij prof. math. ord. Regiom.) 



Jrroposita expreaaione 



ax'^'by—t'by'^a'x — t'^ 

eToIrainiis alterum factorem 

1 

a JC + by — t 

ad dignitates negativas ipsins y. Quem evolutionis modum ordine^ quo 
in singulis fractionibus elementa x, y exhibuimus indicare placet. In 
producto assignato ipsorum quidem a^ b' nonnisi negativae dignitates 
ipsorum by a% tf t* nonnisi positiyae occurrunt; elementorum x, y an* 
tem et positivae et negativae dignitates in infinitum inreniuntur. Ne- 
que tarnen y uti facile constat^ in ullo termino utriusque simul elen^enli 
Xy y dignitates positivae^ sed aut utriusque negativae , aut alterius po- 
sitivae, alterius negativae erunt Quarum porro dignitatum coeificien- 
tes series infinitae evadunt, ad dignitates descendentes ipsorum a^ b' pro- 
cedentes. Distinguamus inter partem eam producti assignati, in qua 
utriusque Xy y dignitates negativae sunt^ eam partem^ in qua ele- 
menti x dignitates negativae^ elementi y positivae^ eam deniqüe, in 
qua ipsius y negativae , ipsius x positivae. Animadverti hoc singulare, 
fractionem propositam in tres alias discerpi posse, e quarum erolutione 
partes illae tres^ singulae e singulis proveniant. In quibus porro evolu- 
tionibus id accidit, ut coefficientes, qui in producto proposito series infini- 
tae sunt, iam finito terminorum numero constent^ ideoque per ipsam illam 
discerptionem algebraicam series illae infinitae prodeant summatae« 

Simili modo, proposita ezpressione tres variabiles x, yy z involvente : 
1 1 1 

aX'\'by'^cz—t*b'y'\'C'z'\'a'x — f'd'z'\'a''x-\'b'y—V'^ 

factorem primum, secundum, tertium respective ad dignitates negati- 
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vas elementorum x, y, % evolyamus^ uti rursns ipso ordine*')^ quo ia 
singulis fractionibus elementa ezliibuimus, indicatum est. Hie pftr» 
tes Septem considerandae sunt, prout terminos coUigis, in quibus aut 
omnium elementorum Xy yy z dignitates negativae, aut binorum ne- 
gatirae^ reliqui positivae, aut binorum positivae, reliqui negalivae 
sunt Tiursus expressionem propositam in alias Septem discerpere licet, 
e quarum evolutione partes illae Septem , singulae e singulis prove^ 
niunt 'y in quibus rursus €Yolutionibus coeificientes finiti sunt , dum 
in expressione proposita series infinitae erant. Generaliter pro-posito 
producto e,/z fractionibus conflato^ quarum denominatores 
lineariter e n variabilibus compositae sunt, si-quidem fa- 
ctores alios ad allus elementi dignitates negativas evol- 
vis, quo Xacto productum omnium elementorum et positi- 
vas et negativas dignitates in infinitum continebit: fra- 
ctionem illam eompositam in alias discerpere li<:et, quae 
evolulae singulae singulas partes producti proposili am- 
plectuntur, in quibus eiusdem elementi dignitates aut po* 
sitivae aut negativae sunt, ne<jue ullius et positivae et ne- 
gativae simul inveniuntur. Nee non coefficientes^ qui in 
producto assignato series infinitao sunt, in his novis evo- 
lutionibus finito terminorum numero constabunt, unde si- 
mul per discerptionem illam omnium illarum s^rierum ia^- 
finitarum summationem nanciscimur. 

Sit expressio proposita 

111 1 



in qua u — t, u^ — 1\ etc. e n yariabilibus x, x,, x., . • . • x„_, linea- 
riter compositae sint, designantibus ty /', t'\ . m • . /^"^^ terminos con- 
stantes: fax^lor primus, secundus, tertius, etc. respective ad dignitates 
descendentes ipsorum x, x», Xg etc. evolvatur. Sintporro x=:;?, x^ = y>^, 
Xa = />j, • » • . x^_^=y»„_i valores Tariabilium x, x,, eta, qui satisfa- 
ciunt aequationibus «/ = f, i/x = ^^ i/, = /'', » . . . i/„_j = /^'*-0 Quorum 
yalorum expressionem algebraicam notum est communi quodam deno- 
minatore affectam ^SA^y quam cum quibusdam determinantem nun* 

*) In tequfntibas qaoffne, iibi denoninalor fraclioois siw; generaliiM argumentam functioois 
evolvendae pluribus nominÜMi» conslal, nooMo, ad cuius dignitates descendentes «rolutio inslitae nda 
est, primam scribemus. Quod ad seqaentia intelligends bene tenendum est. 

44* 
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cupamus et designemus per A« In exemplo aHegato de tribus fractioni- 
bu8) tres variabiles involventibus, fit e. g. 

Quam delerminantem in hac quaestione magnas partes agere videbimus^ 
videlicet omnes illas series infinitas, quas ut coefficientes 
producti propositi evoluti invenimus, ex erolutione digni- 
tatum negativarum determinantis provenire. Maximeautem 
discerplioy de qua diximus, a valoribus ipsorum P, Pif • • • . Pn^i pendet. 
Fit e. g. pars ea, quae omnium elementorum nonnisi negatiyas dignita- 
tes continet^ et quae prae ceteris concinnitate gaudet: 

1 1 1 1 1 

A a: — p co^ — p, a?^ — p^ iCn^j — pn-i 

1 

ünde videmus e. g. in expressione 1 dictum in modum evo- 

1/ I/j • • • • K.'i — i 

luta, coeflRcientem termini fieri 

1 

Quam expressionem memorabile est non pendere ab electione rariabiilium, 

1 1 
ad quarum dignitates negatiyas singulae fractiones — , — etc. evolvantur 

modo ne duas ex earum numera ad eiusdem variabilis dignitates descen- 
dentes evolvas. Variabiiibus igitur, qqocunque modo placet, inter se permu- 
tatisi quod 2.3..../2 modis fieri posse constat^ variae illae series infinitaei 

quas pro variis evolvendi modis ut coefficientes termini inveni^ 

1 

ex eiusdem expressionis yr evolutione proveniunt^ prout secundum aliud 

nomen ipsiusA^ quod et ipsum 2.3 ...»/z nominibus constare notum est| 
eyolutionem instituis. 

Fractiones reliquae, e quarum evolutione partes prodeunt, quae 
unius pluriumve variabilium dignitates positivas, reliquarum negativas 
continenty multo prolixiores fiunt^ ut infra videbimus; unde commode alia 
adhuc forma iis assignatur, quae ipsi illi, quam pro parte prima assigna- 
yimus, simillima fit. Namque partem, quae ipsorum x, x,, • • • • x„^^ 
negatiras, ipsorum x^^f x,,^^, • • • • x^.^ positivas dignitates amplectitiir» 
invenitur fieri 



— • • • • • • 

X — p X, Pj -a^m-i Pm— 1 
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• ~^^~^^^^^^^^ • • • • y 

pm *m Pm+i """ «^P/n+i Pn— i "~" ^»— i 



siguidem — , , • • • • earumque dignitalcs respective ad digni- 

^ Pm Pm+i p/i-i ^ G r 

tates descendentes ipsarum t^'"\ t^"'^ • • • • /^"""*^ evolvuntur, et digni- 
tates negalivae ipsarum t^'^\ /('«+»), . . . • <^"~*^, quae in producio ita 
evoliuto inveniuntur, reiiciuntur. £. g. ezpressionis 



par8> quae negatlras ipsius x, positivas ipsius y dignitates continet^ fit 

ah'—a'b 

l{ab'—a'b)x — b't + bt'}lat'—a't — {ab' — a'b)yy 

reiectis, quae in eyolutione huius expressionis inveniuntur, dignitatibus 
ipsius t^ negalivis. Quae nora repraesentatio eo et ipsa commodo gau- 
det, ut cocfficientes evolutionis habeat finitos. 

Sed generaliores adhuc formulas adstruere licet, Etenim in ex- 
pressione ^ /«/'*'.... ^^'*""'^""'* 



numerls », «j, . * . . »„_,, positiri tantum valores inde a usque ad in- 
fioitum conveniunt. Jam Tero consideremus ezpressionem 

t" t'" fC-pV« 

* n— X 

numeris integris et, ct^y • w 9 m »„^^ valores omnes et positives et negati- 
Tos tributis a — co ad + <x). Quam patet prodire ex evoluto producto 

111 
Quod ipsis — > — f — etc. earumque dignitatibus respectire ad dignitates 

111 

descendentes ipsarum — , ~, — etc. evolutisi inyenilur productum ae- 

quale expressioni 

A\x— p ■ p— a?/Var, — p, ^ pi—xj " * ' W,^.»— pn-i^p^i— x»V 
111 

ipsis ~> r"> r" ®**^« earumque dignitatibus respectire ad dignitates de- 
scendentes ipsarum t, t', t" etc. evolutis» Quam aequationem eliam hune 
in modum repraesentare licet: 
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designantibus a, a^p etc. ß» ß^» etc. numeros omnes et positives et nega« 
tivos a — op ad -f" ^' ^ ^^ theoremate yidemus^ coeflScientem ter- 

mini js — z: in expressiona 

1 

aequalem fore coefficienti termini t° t*"* . . , . t^"'^^ "'* in ezpressione 

Pro duobus elementis e. g., coefficientem termini „ ,, in expressione 



invenitur aequalem esse coefficienti termini Z"*/^" in expressione 

f^ab' — a' bj^^n-^-i 

Unde facile derivatur theorema, posito « + a'=:ß + ß'=/>, fore 

^+T''"^"7lFfr)-~i:2-^ +;.(y-fi)(y+2)- r:273 ''^ 

(i-„j«+,^-/V+ Y ""*";'> + l)' 1.2 " '*'y(y + l)(r + 2r 1.2,3 " +-;i 
nee non relatio inter integralia definita: 

J ^ (l— 2acos<p + aa)''+» lI/ilU ^o (1 — aa)«"+* » 

designanteüx productum 1.2.3 ....r.. Quae abEulero olim inventasunt. 
At theorematis, de quibus in hac commentatione agimus et quo- 
rum modo mentionem injecimus, latissimam conciliare licet extensionem. 
Ponamus enim, i/ — /, e/^ — t'^ etc. iam series esse quaslibct^ sive finitas 
sive infinitas, ad dignitates integras positivas elementorum x, x., ete. 
procedentes, quarum serierum /, t% etc. sint termini constantes. Sint 
porro in seriebus illis u^ u^^ u^y etc. termini^ qui primas ipsorum x, x^, 
x^j etc. dignitates continent, respectire ax, l^'^i9 c" ^zf etc.^ ac pon«- 

mus, uti in casu linearis fractiones -, ,, * -;, etc. evolvi re- 

spective ad dignitates descendentes terminorum ax, b^x^f c''x^y etc. Vo- ' 
cemus porro A determinantem differentialium partialium sequentium^ 
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du du du du 

dx * dooi ^ dx^^ * * * dxn^x^ 

dut duj duj dui 

dx ' dx^ ' dx^* • • • • ^^_^> 

öa? ' ÖjCx ' öa?i f • • • • Qxn^x* 

Erit e. g. pro tribus functionibu» u^ u^^ u^y etc., tribusque variabilibus 

^> y^ «• 

yy 3m 5i/i du^ du duj dn^ duj du^ du du2 cu duf 

""" dx' dy * dz dx' dz ' dy dy * dx ' dz dz ' dy'ox 

\dii duj du^ ^^du duj du 2 

~ dy' dz ' dx * dz' dx ' dy ^ 

quam patet expressionein casa, quo Uf u^y u^ sunt expressiones IlneareSi 
in expressionem ipsius A supra exhibitam redire. Quibus positis dico, 
siquidem x = /i, Xi = /ij, x^=zp^y , , . , x„_, =/>„_, satisfaciant aequa- 

tionibus w = /, ax^=t\ u^ = t^^, . . • . w„-x = ^^''"*^ producti 

A 

(11— r)(/i, —i'){u2—t'').. . . (nn-i— f^^-O)' 

dictum in modum eroluti^ partem eam^ quae omnium simul elemento- 
rum Xy x^y etc. dignitates negativas neque ullius positivas continet, ut 
supra in casu multo simpliciore, fieri 

1 

Nee non essBy quod magis generale est theorema, 

^\ir^ + r^) W^^—^T + jrzr;;;;) • • • • V,,^^ _ ^«-d^ + t(»~i) _ „^ ) = 
( ^ I Mf 1 I i \ f ^— + ^ ) 

Vr— p~p— x/ VT,— pi ^^ Pi — xJ ' Va?n-x — p»~i ^^ P/»-i + ar„-i/' 

11 ... 

ipsis — 9 — y etc. earumque dignitatibus respective ad dignitates descendentes 

ipsarum ty t\ efc.^ evolutis. E quo theoremate memorabili fluunt formulae 
maxime generales pro radicibus aequationum inter numerum quemlibet 
Tariabilium, adeoque radicum dignitatibus et productis in seriem eToI- 
Tendis. Quippe quibus ad dignitates ipsarum ty t'y t^'y etc. ordinatis, e 
theoremate proposito statim terminum generalem earum serierum eruis. 
Patet enim e dicto theoremate , in evolvenda expressione 



coefficientem termini 



;^V?' . . . . ;>^1V 
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tn^^' . . . . 6^-^^^ 

eundem esse atque coefficientem termini „ . ^ ^ . ^ j; — r; io expressione 

• A 

ir ^ Wi • • • • Un^x 

dictum in modum evoluta; quem coefficientem per regulas notas, quae 
pro evolrendis dignitatibus polynomii circumferuntur, statim eruis. Quae 
hoc loco breviter innuisse suiEciat. Ipsam jam quaestionem nostram 
aggrediamur. 

2. 

Ordimur a casu simplicissimo duarum variabilium, in quo adeo 
initio terminos constantes = poncmus. Fit 

ah'—a'h ^^ a^ 1 o^ j 

{aX'\'by\Kb'y'-\'a'x) "" y * ax'^by y 'b'y^^^a'x'^ 

fit porro: 

y * ax'^'by xy x * ax-^-by^ 

unde 

ah'—a'b __ J 1^ b i^ q' 

^ {aX'\'by)ib^y'\'a'x) """ or/ x * ax'\'by y'b'y-^a'x* 

Aequatione 1) ad dignilales descendentes ipsarum a, b' cvolutis, 
videmus partes tres^ in quas fractionem propositam 

(a a? + by; '/>'^'+ a' x) 

.discQrpimqSy et quas per Ly L^^ L. designemus^ primam 1^ utriusque ele* 
menti r, y negativas, secundamZii ipsius x negatiras, ipsiusy positiraif 
tertiam I/« ipsius y negativas, ipsiqs x positivas dignitates continere. 
Fonamus iam, satisfacere x^^Py y===7 aequationibus 

ßx+6y = ty o'x + Ä'y = t*y 

unde 

{ab'—a'b)p = b't^bL'y {ab'^a'b)q = at'^a't. 

Mutatis in aequatione 1) x, y in x — p, y— y, quo facto ax-^-by^ flr'x + Ä'y 
in ax^by — ty a'X'\'b'y — t^ abeunt, obtines 

Theorema 1. 
posito 

j ab' — a'b . ab' — a'h 

^ "" (a b' -^' b)x^b' L'\^bi'\ab'—a' b)y — « ^ + a' / ' 

r ab ' — an, b 

^ {ab'^a'b)x — bU'^bt'" ax'\'by — t^ 
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fieri 

Aequatione 2) ad dignitates descendentes elementorum a, b' ovo- 
luta> yidemusy L^ L^y L^ esse partes illas treSy quae aut utriusque Xy y 
negativaSy aut alterius negativas^ alterius positivas dignitates continent 
Simul autem ipso adspectu patet, in evolutione ipsorntnL, Z/. , L^ dignitates 
yariabilium Xy y coefficientes finitos habere^ dum in evolutione expressiomi 
propositae series infinitae sunt. 

Jam TidebimuSi de producto e Iribus factoribuSi trejs rariabiles 

involventibus 

1 

(aa7 + &7+cz — /)(6'^ + c'^ + a'a- — i'){c" Z'\'a^' x + b^' y — t'*) 

similia inyeniri. Eo enim ad dignitates descendentes ipsorum a^ b\ c" 
evoluto/ in evolutione dignitates variabilium x, y^ ;:: et .positivae et ne- 
gativae inveniuntur in infinitum; neque tarnen ita^ ut jjjp^iillo termino 
simul omnium dignitates positivae siot. Colligamus igitur terminos^ qui 
omnium x^ y, z sipiul dignitates negativas continent, quae pars prima 
eritj terminos, qui binarum variabilium negativas, reliquae positivas 
continent, quae erunt partes tres, prout aut elementi x, aut Dementi y, 
aut elementi z dignitates positivae sunt} terminos denique^ ^ui binaruBi 
variabilium dignitates positivas, reliquae negativas continent, quae et 
ipsae sunt pai;tes tres, prout aut elementi x, aut elementi ^, aut «lementi 
z dignitates negativaa sunt« Quae Septem partes constituunt seriem^ quae 
ez evolutione ezpressionis propositae ortum ducit« Jam rursus de ex« 
pressione illa in Septem alias discerpenda quaeramus^ e quarum evolu« 
tione Septem illae partes, singulae e singulis proveniant. Qua in quae- 
stione initio, ut supra, statuemus t:=t^z=Lt^^s=iO. 

Designabimus in sequentibus per (uö^) expressionem 

(ab') = ab'-^a'i, . 
porro per {ab'c") expressionem 

(aA'O c= a{b'c") + Ä(c'0 + c{a'b'') 
= abW-^ab" c' ^b' ca''— c*' a'.b -{- a' b'' c -{- a" bc'. 
Quae errori locum non dabit notatio^ cum monomen uncis inclusum alias 
inveniri hon soleat. Sit 

f>t1le*5 Jonrnal d. M. V. Dd. 4. Hfl. 45 
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•- m 



1) ax + 6y+czs=sa, a'x-\-b'y-\-c'zs=u'f a"x-\-b"y^c"z=:su"-, 
ponatur porro: 

2) (AVOy— (cVO» = 

{c"a)%'-\a"b)y = 
{c"a)x—(b"c)y = 
{ab')x—(J)c')z = 

Obserro^ slquidem ad dignitates elementorum a, b'f c" descendentes evo- 

lutionem instituas, expressiones 

i 1 1 

— f — 7> -7; earumque dignitates ad dignitates descendentes ipsius -x, 

J_ J_ J_ 

u'* M»"' v " - - - . ' y> 



c"u'- 


-c'u" 


= 


-"y 


b'u"- 


—b"u' 


s= 


Wy 


au"' 


-a"u 


: 


v\ 


c"u- 


— cu" 


^= 


W\ 


b'u ■ 


-bu' 


= 


V"y 


au' ■ 


— a' u 


j;i;^ 


70" 



J- i- i- 



^y 



eyolvendas eflse. Fit porro e formula 1) paragraphi antecedentis*. 

^ ON 1 _ jh'c") &_ h^ 



u'u" VW u* V u"w^ 

1 {d'a) «'' c 



v!'u V* w' u"v' iiw' ^ 



(a b') b a 



/ 



His praeparatiSy ad inveniendam discerptionem quaesitam proficiscimur 

ab aequatione identica: 

4) {ab'c")xyz = uu' u" — xu {a'a'' x-^-a'' b' y '\^q' c" £) 

^yu'(b''by+bc''z -|-'Ä''öx) 
— zu"{cc'z +c'flrx+ c b^ y)j 

quae eToIutione facta facile comprobatur. Qua divisa per xyzuu' u"j 

siquidem brevitatis causa ponitur: 

b"by ^b&'z'\'b"ax = N\ 

cc'% + c'ax + e?Ä'y = iV'', 
prodit : 

• ex iaV(^*) _ 1 N N^ N^ 

' uu*u" "" xyz yzu'u'* zxu^^u xyuuf' 



Fit autem e 3): 



1 {b'c") & b'^ 



'Xi'* VW u*v u"w^ 



w u 



\ 



Uy* C» G, /• Jacobif exercitatio äigtb. circa discerpU fractionum eic* 353 

porro e 2): 

(6' c") IV = a''b'v + ö' c'' w — (ö' Ä'O (C a'O x, 

unde 



Prorsus eodem modo invenitur 

_y^__ {y'e) {a''h) {V^c){a^'h)y y a"{a"h) , c{h" c) 

zxu"u''^ zxw' zxv' zxv^w' ~ zu"v'-xuv)^^ 

W .(^«0 (^^) (caO(6cO« , 6 (6 c') , a'(caO 

xyuu' "~ xyw" xyv'^ xyv"w'' ^^ xuv" ^^ yufw'^* 

Unde tandem fit^ 

(af»VO__^ ^ ^ 

■ ^zu; ' yzv ■ yzvw 

. (fe^^c) . (g^^fc) , (&^^c)(g^^6):>> ,,,,£, 
"'' zxw' ' «a?«' ~ zxv' w' • • • • a 

_._ (cgQ , (fecQ . (cgO(ftcOz . , . . I^ 
07^11;'' "^ xyv"*^ xyv"\c*' • • • • ■«-•3 

?> f^ cQ c (6'' c) 

X V" U X W' U 

c'(o' g'O a^{ca') 

yvu' yu'vjf' • • • • • 5 



z v' u" z w u" 



L,^ 



Quam ex observatione supra facta de modo evolutlonisi quo uti debe- 
muS) facile constat^ esae discerptionem guaesitam expressionis propositae 
in alias Septem , quas per hy L^y h^y . . . Lq designavirnus^ casu^ quo 
t^=t's=t^\ E quo eadem omnino methodo, qua supra usi sumus, sta« 
tiin generaliorem eruis. Ponamus enim, ^ = ^> y^^7y z = ^ satisfacere 
aequationibus i/ = f', u'^=zt\ ii''=f'', mutatis x, y, z in x — py y — 7, 
z^-^Ty nancisceris e 2) discerptionem expressionis 

(g&'c'O 

(aap+fcy + c^— Ö [h'y'{^&Z'^a'x—t*)(c''z'\'a"X'\'h''y^t") * 

Fit e. g. L sive pars, quae nonnisi negativas variabilium Xy yy z digni- 
tates Gontinety 



45 



it 
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^ (a b' c") or — {b' c'O / — («>'' c) «' — (6 c^ /'' ' 
fQ7/c^0 

(a&VO 



(a 6'c'O z — (a 2>'} i'' — (a' ft") i— (a'' 6; «' 

Ad quatuor pluresre yariabiles haec extendere non lubet^ cum iam pro 
tribus tarn prolixa exstiterint Progredimur ad alia. 

4. 
E theoremate 1. §.2. fit: 

|x ab^—a^b ab^ — a'b ab'^a^h 

'' {ax^by^t) b'y-^a'x—V) {ab'—a'b)x—b't^bV' ab^—a'b)y—at'+a'r 

ab'—a^b b 

(a 6' — a' b) ar — b^t^bi'* et x-^-by — t 
ab' — aH) J^b a' 



^Vi 



(a b' — a'bjy — a/'-fSPl * b' y -f- a' or — (' ' 

Porro obtinetur: 

1 7; _ 

{ab' — a'bjX — 6' / + /;«'• «ar+ft^' — t 

1 ab' — a'b 



at'—a'i — [ab'—a'b)y*{ab*—a'b)x—b't'\'bV 

— 1. a 

at' — a' i — 'ab* — *^^'b y ' aa^-^^by — t' 

Quibus expressionibus, ut fieri debet^ ad dignitates negativus ipsius x, 

positivaa ipsius y evolutis, videmus, 

1 b 

{ab'—a'b^x — b't-^-b l'* ax-^by — i 

non nisi positivas dignitates ipsius t'y 

11 



at' — a't—jib' — a'bjy\ab' — a'bjx—b't-^bt' 

et positivas et negativas ipsius t', 

1 1 

ai' — a't — {ab' — a'b)y' ax-\-by — t 

nonnisi negativas dignitates ipsius t' cotinere. Unde 

ab' — a'b & 

{ah'—a'b)x—b't'\'bi'*ax'\'by — t 

ab'^a'b ab' — a^b 

at'—aft—{ab' — a'b}y'{ab'—a'b)x—b't'\'bi'^ 

rejectisy quae in evolutione huius expressionis inveniuntur^ negativis ipsitis 
t' dignitatibus. Pars autem^ quae rcjicitur^ negativas ipsius t' dignitates 
continens, est: 
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a V '^a'h a 

at'-^alt^^ {aV — a'b)y* ax-^-hy — t * 

Prorsus simili modo fit: 

aV—a^h g^ _ 

{ab'—a'h)y—ai''\'a't*h'y'\'äfx—t^ 

ab'—a'b ab' — a'h 



h't—hV—{ab'—a'b)x\ab'—a^b)y—ai^-\'a't^ 

reieclis^ quae in evolutione huius expressionia inveniuntur^ negativis ipsius 
t dignitatibus. Unde iam e 1) nacti sumu9^ theorema curiosum, esse 

^ (ax+by—t){by-^a'X'^t') {ab'—a'b)x—b*t'^bi'*{ah'—a'b)y—aV+a'i 

j ab' — a'b ab'—a'b 

'^ ai'—a't — {ab''-^a'b)y\ab'—a'b)x—b'i'\'bi' 

• f ab' — a*b ^ ab' — a'b 

"T hit^ht'—{ab'—a'b)x' [ab'—a'b)y—at''{'a't^ 

siquidem in evolutionibus harum expressionum^ negativa«^ quae inreniun- 
tur^ ipsorum tj t' dignitates rejiciuntur. 

5- 
Generaliora adhuc sequenti modo eruis. Etenim Serie utrinque 
infinita Ttn 



in qua numero integre n valores omnes tribuuntur a -— öc ad + ^^ ^ 
iiotationis nostrae ratione designata per 

ipsam guidem eiusmodi expressionem non pro evanesoente habebimus^ 
evanescet autem> ducta in A — £. Fit enim: 



unde cum 
fit etiam: 

Hinc sequitur^ fieri etiam: 

Jam proposita expressione 

Kax-^-by—i *■ t-^ax—By) * Wy-j-a^x—t' ' t'-^by — a'xJ ^ 
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fit: 

b'(ax-\-by—t) = iab')x — b't^bt'-\-b{b'y + a'x'-t')y 
unde e 1) expressio proposita in hanc abit: 

{ ^' \ ^' \ i—J—JL 1 \ 

Fit porro: 

unde rursus e 1) fit expressio proposita: 

2; \fif^) \ax'\'by — t •" t—ax—by) ' Wy + a'o: — <' •" V — b^y a' x) ^^ 

(__Jabn_ j (g^^O \ / («^>0 , (ahn \ 

\ab')x—b't'\'bt'~bU — bt'—'^ahnx)'\{ab*)y'^^^ai^ 

Quam etiam^ uncis solutis^ ita exhibere licet: 

3^ i {ah') ± {ab;} 

^ ax-^by — t* b'y-^a' X — i' ~ t — ax — by* t' — b* y — a'x "^ 

1 {ah') , 1 {ah') _ 

ax-^^by — /* t' — b'y"^ a'x ' t — ax — by* b'y'^-a'x — <' 

{ah') (abO , J«60 {ab') 

{ab'jx — b't-^bi'^ab'jy—at' + a't^ b't—bi' — {ab')x*ai'—a'i — {ab')y'^ 

{ab') {ah') I {ab') {ah') 

{ab')x— b't'\'bt' • ai'— a't — {ab')y "*" {ab')y — at' + a' t' b't—bt' — [ab')x' 

E qua formula^ reiectis ipsarum tj t' dignitatibus negativis, fluit 
formula 2) paragraphi antecedentis. 

Formulam 3) etiam hunc in modum repraesentare licet: 



.. ^ ^;v;; ^ {b't—bi'r^at'—a'if^'' 

*^ -^ {ax-^byf-^' (b'y-^ a'a^)"+' (a b' — a' by^"""^ x^ ' 

designantibus m, n, fi, v numeros omnes et positives et negatives a — oc 
ad 4- oc. Quam etiam proponere licet ut 

Theorema 2. 
Designantibus m, n numeros integres quoslibet sive positives sive 
negatives, in expressione 



( a X + hy) '"+' {b'y + a' x/"^' 

coeffic.^entem termini — ■-: eundem nanc^ +^,p:='^'" -^"""-^^-^ r- 

X y j^ 



mini /«/<" in expressione _ ^jv^ceris atque coefficient?*^ \ 



ffanra,, neoessario etiam 




H £1 



e: 



\ 
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negatirum^ et vice yersa^ quoties fi sit positivus^ necessario etlam m üeri 
positirumj eodemque modo^ quoties n sit negativus > necessario etiam v 
fieri negativum^ et vice versa ^ quoties v sit positivus, necessario etiam 
n fieri positivumj porro ^sse 772 + /2 = /x + v — 2. Observo, quoties /7/, 
n sint positivi^ coe£Bcientes expressionis primae fieri series infinitas, se- 
cundae finitas; quoties m^ n alter positivus , alter negativus » et primae 
et secundae ezpressionis coefficientes fieri series finitas^ quoties ifiy n 
negativi, primae fieri finitas^ secundae series infinitas. Unde omnibus 
casibus hoc theoremate sive serierum infinitarum summationem, sive 
finitarum transformationem obtines. 

Corollarium. 

Evolvamus ipsum coefficientem termini --77-;; in expressione 

^ ' 

(a jc-f 6 j)'"+* {b*y 4- a' x)«+* * 

qui posito /ttssm-f-l + ^i v=/2+l — Ä, idem est atque coefficiens ter- 
mini f— y in expressione 

1 1 



^''^■('+T-ir('+i-fy 



hr-* 



a' jc\"+** 

y 

Quem coefficientem^ posito — ^ = j/, atque insuper 

jI _ (m + l)(m + 2),..,(m + A) h^ 

1.2.4..A • a'^^+H''*+* * 

mvenimus 

l iV jfi-l- ^^+H-l)(^+l) ,, I (m+A+l)(m4-A+ 2) (n+l)(n +2) , \ 

Quaeramus porro coefficientem termini f^t^ in expressione 

{aV — a'hY'^''-^ ~ (ai^'— a'&r+"+' ' 

sive quod idem est, coefficientem termini ( — j in expressione 
1 / & iLY'^^i^ «' 'V"^ 

quem, rursus posito 

^ _ (m + ^)(m + A— l)....(m+l) ^ 

1 . 2 .... A • ^m+i+Ä ^/H-i' 

facta evolutione, invenimus 

(-1)^^ /■ , m(7»-A) , m(m-l) (n-A)(7 ,-A-l) \ 

(1 -«)-+»+* V^T i+1 "T rT2~' cA+i)ii+2j-"" +••••;• 
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Unde cum e theoremate % utrique cocü&cienteaf inter se aequales siot, 

posito 

m + A+l=^«, /24-l=cß, ^-flssy, TO=x— «', X— ;i=(3', 

eruimus Cormulam: 

^^; 1 + — « + -17277(7+1) "T 1.2.3.y(y+l)(y+2) " T^" 

(l_„^,«+yl-/ \1+ -^'' +1.2. r(y + 1) " + 1.2.3.y(y + l)(7 + 2) " +"-;' 
qua in formula «e-|~^' = ß4'ß'=7- Quam olim Eulerus dedit. 

6. 
Similia de tribus variabilibus^ tribusque factoribus inveniuntur 
sequenti modo. E formula 1) paragraphi antecedenti9 facile constat, fieri 
etiam : 

*^ E+m{A'^B)+n{C—D) \A^:^ + S^^) \C—D + S:=^) 
porro : 

quas formulas ut lemmata antemittamus. 

Jam e 2) paragraphi anfecedentis^ matatb t^ t' in ^— -rx, t* — c'%f 
obtines: 

(al^^ ( ^ A i \ ( ^ I ^ ) = 

^ ^ \ax^üy'\-cz — t * t — aa: — hy — cz/ V^';>-f-c'^-|-a'a? — t^ "^ i^ — by — c'^ — o'x/ 

\a0'jx—{bc')z—b't+bt^ ~ b't—bt'—{ab')x-\-{b&)zl ' 

/ (^^0 I {ab!) \ 

\!ab')y—{ca*)z — aV^a't "*" at'~a't—{ab')y+(ca')z} * 

Ducatur haec aequatio in expressioniain : 

* I 1 

Fit autem 

unde videmus^ advocato lemmate 1)» loco terfii factoris adiecti in altera 
aequationis parte adhiberi posse sequentem : 

i?.^0 . Sab;) ^ 

[ab'c")z —{ab')t''-^{a'b'')t — {a''b)i' ~ {ah')t'' + {a'b'Ot+{ä''b)t^—{a'b''c)z' 
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Fit porro; 

(ab')Kab'c")x — (b'c")t—(b"c)t'-' (äcO/"J — 
(Ä <?0 [(« A' c") z — (abO t"^ (a'b")t'- {a" b)t'}y 

{ab'c")[(ab')y — {ca')z — at'+a't}=:. 
(a äO [(« b' c") y — {c" a) t' — (c aO '"— ip' a") q — 
(ca')[(ab'c")z — (o*0'"— (o'Ä'O*— (o"*)'0- 
Unde advocato lemmate 7), videmus post mutationem tertii factoris pro 
dnobuB primis faetoribus, adkiberi posse hos: 

/ (afeVQ , (ah'c") _V 

Vafr')[(afeVO«—Cft'c'')<— (&''«)''— (''c')<'']Ca''')lC*''''')<+(&''c)«'+(6c')<''--(a6V')x]/' 
/ (ab'c") , (ab'c") \ 

\(a6')[(aftV';/— (c''a)/'— (caO«'Mc'«'0O'''(«*0[(c''«)«'+Cca0'''+(c'a'')/— («t'c'Or]'* 

Hinc tandem aequatio nostra in hanc abit: 

Kby+c'z-^a'x—t' ■*" t'—b'y^ c'z—a'x) ' 
( f I * ) - 

\ab'c")x—{b'c")t—ib"c)t'—(J}c'')lt" "^ (6'c")< + Cfr"c)«'+(6c')t"— (a6'c")a:/ * 

/_ (gR^c^O . (ab'c") ^V 

\(ab'c")y — ic"ay—{ca') t"^{c'a")t "*" (c' a) f + (c o') /" + (c' o") < — (a 6 V)r/ ' 
/ {aVc" ) , (aV<^') ^\ 

V(a6V)i— Ca6')«''—(a' 6")'— («"*)<' '''(a^0<"+(o'*'0'+(«"fr)«'--(aftV0J* 

Fositis, ut Bupra: 

«atisfaciant x=:/», ys=f', z = r aeguationlbus u^t, u'=^t', u"=.t"i 
quibus positiS) formulam 3) brevius ita exhibere Jicet: 

\x — jf * p — a:/ \y — g ' y — g/ V^ — r ' r — */' 
1 1 i 

Biquidem adnotatur^ — ^ — , — earumque dignitates reapectiyas ad descen- 

dentes ipsarum x^ ^'y %, porro — j — , — earumque digoitates ad descenden« 
tes ipsamm tj t\ ^' dignitates OTolvendas esse» 

Grelle*.« lonrnal a. M. Y. BJ. 4.HrL 46 
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Ubi in formula 4) eas. tantum partes eonsideras, quae noonisi po- 
flitiras dignitates ipsanim t, t% t" continent, fit 

5^ {aVc") _ 



1 , 1 , 1 , 1 

(*-p)(r-9)(^-r) T (p-:r) Cr-9) (^"0 ^ (^r-p)(g-:K)(^-r) ^ {^-pj{y-q){r-z) 

111 

siquidem in hisce expressionibus^ dictum in modum erolutis^ reiiciuntur 
termini, qui negatiyas ipsarum t, t\ V* dignitates continent Quae est 
repraesentatio nova septexn partium , in quas expressio 

{u — ij{u'—i'){ii"—t") 

discerpitur. Cuius e. g. pars ea, quae nonnisi negativas dignitates omnium 
X, Yj z continet^ fit 



iT-l 



sicuti invenimus formula 7) §. 3. 

Formulam 3) etiam hunc in modum repraesentare licet: 

im ft^ *ttP 
c.\ ^ l l z ^^ 

, [{h'c")t + {h"c)i'^ {hcyy-'' \.{c"^y^ {ca')i'!^ (cVQO'" [{ah^^ (a'b")t + {a"i)i'y 

siquidem in summis designatis numeris integris m, n, p, (jl^ v, k valores 
tribuuntur et positi^i et negativi omnes a — cc ad -|- cc. Quam formu- 
lam etiam proponere licet ut 

Theorema 3. 
Designantibus m, ny p numeros integres quoslibet sive positives 
sive negatives, evoluta expressione 



coefficientem termini u ,v n aequalem invenis cocfficienti termini e^t'^t"^ 
in expressione 

\(h'c")t -K6^^c)<^+(^cO<^T'' i(c"a)f'h {ca')t"+ (c'a")tY'^ [(q^0^'^+ Wh")i +(a^^&)<G"^* 

{ab' c"Y'^"^'' ' 

Adnotare conveniti quoties my Jij p sint negativi, respective etiam 
ft, Vy ^ negatives fore, et vice versa, quoties [ifV,7F sint positivi, necessaiio 
etiam m, n,p respective positives fore. Ferro ea&e /7i+^+P=f*Hh''+*: — 3. 
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Omnino similia theoremata de numero quolibet variabilium^ quae 
§. 1. proposuimuSy eruuntur» 

7. 
Commodam hoc loco inserere licet observationem. Consideremus 
ezpressionem : 

Numeram factorum et yariabilium eundem esse statuimus, qui in casu 
proposito est tres} eadem autem de numero alio quolibet valebunt. Sta- 
tuamus porro, rrip n, p esse integres positives. Posito üx = 1.2.3.. ..x, 
constat per regulas notas evolutionis polynomii^ expressione illa evoluta^ 
fore coe£Gcientem termini ^Z'*^*""^: 

llana'Tla''.Jlßllß^Jlß'\llY\\/\\y' ^o o ^ .c c c , 

siquidem numeris integris positivis a, a', a", ß, ß', ß", 7, y\ y" valo- 
res tribuuntur omnes^ qui satisfaciunt aequationibus: 

« + a'+Ä'' = m, ß + ß' + ß'' = /i, y + y'+r = Pf 

lisdem positis^ evoluta expressione 

nanciscimur ut coefficientem termini f^t'^t"^ expressionem 

Qua cum priore comparata, invenituri coefficientes illos omnino 
inter se convenire^ nisi quod loco IX/nll/zII/» in altero inreniatur W^/iUvWie. 
Unde videmus, utrumque coefficientem esse inter se ut Yitn^nWp ad 
n/AlIvriw. 

Ponamus iam^ ipsis tti, n^ p valores quoslibet tribui^ e( evolv^amus 
expressionem 

ad descendentes dignitates ipsorum a, b'y &'y sive quod idem est^ facto- 
rem primum^ secundum^ tertium respective ad descendentes dignitates 
ipsorum /, /', t". Quaeramus coefficientem termini t'^t'^t"'^^ qui, ut - 
omnino in evolutione illa inVeniatur, sint m — )*, n — i/, p — tt numeii 

integri sive positivi sive negativi, necesse est. Adhibebo in sequentibus 

TI791 
Signum ^r- etiam caso, quo m, ju sunt qaantitates quaelibet, quarum tarnen • 

46* 
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diflerentia est numerus integer^ pro ezprimendo producta m(m — l){m — 2)*.. 

• ••(jtt + l), guoties m^^fi est positivum^ sive / i_|\/ — Vhx » quoties 

II — 771 positivum est. Patet, si m-^u^ifi — u, fore etiam 



1) 



m(m— 1) (m — 2) . . .|. (m — ii) II 



m 



ft{/t—i)(j^—2)....{fjL—v) Un • 

Jam per regulas notas nancisoimur ut coefficieDtem quaesitum in evolu- 
tione proposita expressionem : 

m (m—i) .... (m+1— «— ttp n (n —1^ .... {n+l—ß—ß') p (p— 1) .... (p-fl— y— yQ 

^m^a^a' ^/« ^Z/«' ^ ^/n-Z^-/?' ^///»^/»'^ ^//n-y-T' ^V ^//'^ 

siquidem numeris integris positivis », ot/^ ß, ß^, y, 7^ tribuimus valores 
omnes^ qui satisfaciunt aequationibus: 

2) 771— «-.a'+ß'+y=/*, n—ß—ß'+Y+x = V, ;?— y— y'-|-a'+ß= «. 
Modo simili^ evoluta expressione 

nancisoimur ut coefficlentem termini lf^ t'^ t"^ expressionem 

/ti(^— 1) . .. . {P'-V^—ß'—T) y(i/— 1) .. .. (»4-1— y/— or) n{n—\)....{n^\.— af—ß) 

designantibus », ct^, ß, ß'f 7^ 7' numeros integres positives omnes^ qui 
satisfaciunt aequationibus: 

/Lfc— ß'— y+Ä+a'==77j, V— y'— a + ß + ß'=/i, *— «'— ß + y + y'=^> 
quae omnino eaedem sunt atque aequationes 2). Unde cum ex iisdem sit 
ft— ß'— y=77i— « — off^. V— y'— a=/2 — ß — ß', %—off—ß=p—y — 7', 
utroque coefficiente inter se comparatOi videmua alterum ad alterum 
eu^ ut 

j Ha Tlv IIa 
Ilm Iln lip 

Quaecum eodem modo se habeant de numero quolibet variabiliuipi nan- 

. ciscimur 

Theorema 4. 
Sint m^ n^ Pj .mm. quantitates quaelibet^ iTi — ft, n —1;, />— w, •.., 

numeri integri positi vi vel negati vi^ porro i7i4-^+/^+«*«»=^f*HhJ'+^«»»> 
expressionibus 
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in quibus supponimus eundem esse numerum factorum et variabilium 

t, t\ t'\ ••••! ad dignitates descendentes ipsarum a^ h\ c'\ ••••) sive 

quod idem est^ factoribus earum primo, secundo^ tertio^ etc. respectiye 

ad dignitates descendentes ipsarum t^ t\ t"^.. « • . evolutis^ coefficiens 

termini tf^t'^ t"^.... in priore fit ad coefficientem termini f^t'^t''^.%^^ in 

posteriore ut 

, Hfl Uv Wn 

8. 
E theoremate 4) modo proposito, theoremata 2)^ 3)^ ubi insuper 
loco /| t\ t'^j • • • • ponitur x^ y, z, in sequentia abeunt: 

Theorema 5. 

Coefficiens termini --^rr ^^ expressione 

1 1 

aegualis est ipsi 

n(^— 1) n(i/— 1) 1 

Um • Un '(ai'— a'&j'^+^+V 

ducto in coefficientem termini x^-^y^"^ expressionis 

(6'x — a'y)'^(ay — Äx)^ 

Theorema 6« 

. . 1 • 

Coefficiens termini ,^ ^^^ in expressione 

1 1 1 

aequalis est ipsi 

n(^— 1) Ti(v—i) n(;i-^i) 1 

Um • II« • IIp • (a 6' c'0'"+"+P+* ' 

ducto in coefficientem termini a>"""* y*^* z"'""* expressionis 
[(i'c'Ox + (c'ö'Or + (a'b'%f [{c''a)y+ {a''b)z^{b''c)x]'' [{ab')%^{bc')x +(cflOyf • 

CoroIIarium. 

Designemus coefficientem termini U-\ in expressione 



l{«+»f)K«'f)] 



ii"*" 



per Pi) porro coefficientem termini ^—1 in expressione 



t » 
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[(''-«'■i)(«-*7)]" 

perC^;i; ubiin theoremate 5) ponimus m^=^n^ ft=/z + l-|-A, i/=/i-J-l — \ 
videmus fieri 

^ ^z — n«.n/i.(a^)«'^* ^^' 

Porro posito ^ = e'^, ö=:ä'=i, b=za^=:^ — «, ubi supponimus a < If 
facile constaty essBi 

\n w.x=^0 + 2AC05(p + 2PaC0S2(p+....+2P;iC0SA(p+.... 

(1— 2aco8(p+aa)"+' oiit-i« t-i ix iri 

(l+2«C0S(p + ««)" =<?o + 2C)»C0S(P + 29aC0S2(P+.... + 2C)aC0SA9+.... 

Unde e notissimis calculi integralis praeceptiB: 

* ^ "" Wo (1— 2aco8V+aa)"+»^ 

C>;. = — / c(p(i4.2acos^ + aa)''cosA(p. 
Quibus dubstitutis in aequationem 1) , obtinemus: 

P^ r(/^.cosAy' n(yi"f'^) ri(/i~A) P^ d(pcosk(p{ J^- 2 a coa y -f* ^ ^)" 

^^^o (1— 2aco894-aor)"+' HrtH/i ^^ (1— aa,'"'»+^ • 

Quae olim ab Eulero inventa est formula. 
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30. 

Über die Relationen der Fiinctionenj welche der Gleichung 

genuglhun. 

(Von Herrn L. /• Magnus zu Berlin,) 



In der 4ll Abhandlung des 2. Bandes dieses Journals hat Herr Abel» 
indem er die Functionen bestimmte^ welche der Gleichung <px-|-(py = 
'4^(xfy'^yfx) genugthun^ ein Verfahren angegeben ^ wie man in jeder 
Gleichung mit zwei unabhängig yeränderlichen Greisen die unbekann- 
ten Functionen finden kann» Dieses Verfahren ist in der That allge- 
mein anwendbar^ aber man wird zugeben ^ dafs es auf sehr ermüdende 
Rechnungen führen kann^ wenn die gegebene Gleichung eine groTsere 
Anzahl unbekannter Functionen enthält Ich will in dem Folgenden 
einige Gleichungen aufstellen ^ welche dazu dienen können ^ die Lösung 
der in Rede stehenden Aufgabe in den meisten Fällen bedeutend zu er- 
leichtern. Diese Gleichungen haben mit denen ^ welche Herr Professor 
Jacobi in seiner schönen Abhandlung über die Pf äff sehe Integrations- 
Methode^ ebenfalls im zweiten Bande dieses Journals mitgetheilt hat^ eine 
auffallende Ähnlichkeit. 

1. 

Es sei 

1) F,y.(p,x + F^y.q>^x+F,y.\p,x + .... + F,y.(l>,x 
= F,x.<l>,y + F^x.(p^y + F^x.(p^y + .... + F^x.(p^y 
eine gegebene symmetrische Gleichung mit zwei unabhängig veränder- 
lichen Grölsen x und y* Wir wollen diejenigen Relationen zwischen 
den Functionen <p^, 9a> • • • • <P» und F^y F^^ . . . . F^ suchen, welche 
Statt finden müssen^ damit diese Gleichung bestehen kann. Das nächste 
Mittel zur Lösung, welches sich darbietet, besteht darin, die Gleichung 
in n zweigliedrige Gleichungen zu theilen, in welchen sich die Varia- 
bein separiren lassen. Man könnte z. B. 

F,y.(f>,x—F,x.<p,y; F^y.cp.x = F,x.CP,yj .... F„y.(p„x=aF„x.(p,y 
setzen, und aus diesen würde man durch Division 
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Vi^ v±y. y»^ yay . Vnx yn^ 

F^x~F,y^ F^x F^y' ' ' ' ' FnX^^Fny 

erhalten > welche Gleichungen wegen der Unabhängigkeit von x und y 
nur Statt haben können^ wenn 

F^x F^x FfiX 

ist, WO c\ c^'^ • • • ? c^""^ ^ willkürliche Constanten bedeuten. Diese 
Lösung ist aber nur eine singuläroi und da wir noch nicht wissen, aus 
wie vielen Gleichungen die vollständige Lösung besteht, und wie viele 
willkürliche Constanten dazu gehören, so bleibt uns nichts übrig als von 
dem Falle einer zweigliedrigen Gleichung 

2. F,y.q>,x = F,x.(p,y, 
deren vollständige Lösung durch 

3. (PiX s= c^Fx^ 
ausgedrückt wird, zu dem Falle einer viergliedrigen fortzugehen« 

Dividirt man die viergliedrige Gleichung 
durch F^yF^Xf so kommt: 

Fjy y, JT I q>^x FjX ff^y , c p^y 

F^y'F^x'^ F^x '^ F^x* F^y'^ F^y* 

und differentiirt man nun nach x, so erhält man: 

F^y F^x~ F^x ~ F^y F^x ^ 

diese Gleichung aber nach y differentiirt, giebt: 

;sF,y ^(pjjc _ ^F^x^rp.y 
''f^y'^f^a: — ''F^x'^Fiy' 

WO, der Kürze wegen, die Differential - Coefficienten — ^^ — , n v , etc. 

F X F Y 

durch dir"» ^ K^ ^^^* bezeichnet sind. Die zuletzt erhaltene Gleichung 
r^x *^%y 

ist aber nur zweigliedrig und hat die Form (2.)} daher ist 



^>^^ 






^ F^x * F^x 

und durch Integration ergiebt sich 

wo wir der, durch die Integration hinzugekommenen Constante einen 
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doppelten Index geben. Setzt man für <p^x den eben gefundenen Wertb^ 

und für (p^y den entsprechenden^ nämlich CiF^-^^c^^^F^y-y so verwandelt 

sich die Gleichung (4.) in 

Ct,^F,y.F,x + F^y.<P^x = c.^^F.x.F^y ^ F^x.<P,y, 
oder in 

wiederum eine zweigliedrige Gleichung von der Form (2.)^ aus welcher 

folgt. Man hat daher zur Yollständigen Lösung der Gleichung (4.) das 
System der beiden Gleichungen: 

3. 
Dividirt man die sechsgliedrige Gleichung 
6. F,y.<p,X'\'F^y.(p^x+F^y.(p,x — F,x.(p,y+F^x.<p^y^F^x.(f>,y 
durch F^xF^y^ so kommt: 

Fjy (pj.x . P^y (p^cc . (p^cc FjX q>ry x F^x y^r i SPiT 

F,y'F,x "*" ^3/*^,^ '^F,x ^ F,x'F,y^ F,x ' F,y "T F,y ' 

und di£ferentiirt man diese Gleichung nach einander nach x und nach 
y^ so ergiebt sich 

Dieses ist eine viergliedrige Gleichung von der Form (4.)^ daher ist 
nach den Gleichungen (5.): 

"^F^— ^''^F.x^^'^^'^Fix' 

"^F.x —^'^^'^F.x^^^'^F.x' 
und wenn man integrirt: 

F7^ — ^'F,x^^'**F,x^^'*^' 
oder 

Setzt man diese Werthe für (p^ und (ß« in die Gleichung (6.)^ so er- 
giebt sich: 

Crelltr*« Jrmroal d. M. V. Bd. 4.Hrt. 47 
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oder 

F,y.[<p,x — c.,,F.x— <?^,F.x] = F,x.[<p3y — c,,sF,y— c^,F,y], 

«ine zweigliedrige Gleichung, aus welcher 

<p3X — c.^jF.x — c.,3F,x = CjFjX 

folgt. Die Tollständige Lösung der Gleichung (6.) besteht also in dem 

Systeme der 3 Gleichungen 

i(p.x == CiF,x + c.,,F,x + <',,jFjx, 
(p,x ='c,,„FjX+ CjF.x -f c^jFjX, 
(p,x =c,,3F.x + Cg,jF,x4- <?3F,x. 

4. 
Dividirt man die achtgliedrige Gleichung 

8. F,y.<p.x + F.y.(p.x + F^y.qt^x + F4y.(P4X 

= F^x.(p,y + F,x.(p,y + F3X.(p3y + F^x.<f)^y 

dnreh F^xF^y und differentiirt das Resultat nach einander nach x und 

nach y, so erhält man eine sechsgliedrige Gleichung von der Form (6.), 

und darauB die Werthe von ^^r— > ^f~> ^f^9 welche integrirt, geben .- 

*^ ^9 ^w 

<p.x = Ci F,x + c,,»F,x + c,,3F3X + c.,4FtX, 
^»x = c^^^F^x + t:^ F.x + c^jFjX + c^^F^Xj 
(PjX == c,,jFjX + c,,3F,x + C3 Fjx + tf3,*F4X, 
wo Ct,4, c,^, C3,4 die durch die letzte Integration hinzugekommenen Con- 
stanten bedeuten. Substituirt man diese Werthe für <Po (p,, <Pi in die 
Gleichung (8.), so ergiebt sich die zweigliedrige Gleichung 

F4y.[<p4X — c,,4F^x— c,,4F,x— Cj^^Fjx] 

= F4X.[(p4y — c,,4F^y — c^iF.y— c3,4F,y], 
ans welcher 

94X — <?i,4F,« — Ce,**'«X — <?3,4^jX = <?4 

folgt, und die vollständige Lösung der Gleichung (8.) besteht somit in 
dem System der 4 Gleichungen: 

'<p,x = Ci F,x 4. c,,,F,x -f- C..3F3X + c,,4F4x, . 
g '<p,x = c^^^F, X + CtF^x-\. e^^F^x + e,,4F4X, 
(p3X = c.,jF.x + e^,F,x + C3 F,x -}- <?3,4F4X, 
.(p4X = <?,,4F,x+e^«F,x + Cj_4FjX+ c^ F^x, 
Ohne Gleichungen mit noch mehreren Gliedern vorzunehmen, sieht 
man jetzt deutlich, dals die vollständige Lösung der Gleichung (1.) von 
iui Gliedern in einem Systeme von n Gleichungen, nämlich : 
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),x = c.jJF > 4- c^jF.x 4- Cj F3X 4- C3,4F*x 4- .... 4- C3,,F,ar, 
hx = c,,4F. jT 4- c^4F,« 4- ^3,4^,3? 4- c^ F^x 4- .... 4- <?4,„F,jr, 



,^4- 



bestehen mufs^ und die Vervollständigung des Beweises für die Richtig- 
keit des Gesetzes dadurch^ dals man zeigt ^ es müsse dasselbe für eine 
Gleichung der angegebenen Form von 2/2 Gliedern Statt finden^ wenn es 
für eine solche Gleichung tob 2(n — l) Gliedern gilt, hat keine weitere 
Schwierigkeit. 

Jede einzelne Gleichung des Systems (B.) enthält n von einander 
unabhängige Constanten; das ganze System aber enthält deren in allem 

«(" + *)^ j)je Horizontalreihen 9 welche von diesen Constanten gebildet 

werden, sind den von ihnen formirten Verticalreihen gleich, und die 
nur einmal vorkommenden Constanten machen daher eine Diagonal* 
reihe aus. 

%% ist fast überflüssig zu bemerken, da£» unsere Lösung auch für 
den Fall palst, wenn die gegebene Gleichung Glieder ohne x und ohne 
y enthält, wie z. B. die Gleichung 

Denn diese Gleichqng entsteht aus der Gleichung (6.)» wenn man darin 
F-^x '=^ F^y-ssi \ setzt, und durch dieselbe Substitution verwandeln sich 
die Gleichungen (7.) in 

5. 

Wir wollen jetzt einige Anwendungen der aufgestellten Gleichun- 
gen zeigen, 

1. Es seien zuerst die Functionen v^, / und f^ zu bestimmen, 
welche der Gleichung 

10. -v^Cx + r) — f,y J^^ ^r hy Ix^* 

gpnn^tbun. 

47* 
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Differentiirt man diese Gleichung sowohl nach x als nach y^ so 
erhält man^ die Differential- Coefficienten von 'Pf fi und ^ durch 4^$ f[j 
f[ bezeichnend: ^.^^^^^ ^ f^^^,^ +f.yf[x, 

^\x + y) == f[yf^x +f:yAx, 
und wenn man ^^''(^+7) eliminirt, 

f.y'f>\S.y-S[x^f,x.f'^yArf^x.f[y 
eine yiergliedrige Gleichung von der Form (l.)* Sollen nun dieGröTsen 
X und y von einander unabhängig sein^ so müssen die Gleichungen (5.) 
Statt finden^ und wenn man, um diese auf den gegenwärtigen Fall an^u- 
wenden^ für (p,, ^^, F^ und F^ respective /^', /,, /, und /» setzt, und, der 
Leichtigkeit wegen, r^, c,,a, c^ mit a\ b\ c* vertauscht, so hat man un* 
mittelbar: /> = ö'/x + Ä^.^r, 

/>= b'f,x + c%x: 
cwei gleichzeitige Differential- Gleichungen, welche hinreichend sind, die 
Functionen /x und f, zu bestimmen. Führt man die Integration nach 
der bekannten Methode aus, so ergiebt sich 

wenn wir nämlich ä"+öc durch m^f Ä* — ac durch m», — darch » 

c 
und zwei neue Constanten durch h und k bezeichnen« 

Setzt man, um ^^ zu bestimmen, in (10.) 7 = 0, so kommt 

v^(x) =/(0)/.x+/.(0)/a:, 

und da aus (11.) /j(o) = ä + * und/aO = «(Ä — *) folgt, so ist 

12. xf^(x) = 2a[Ä'^'"»*— *"^'"»^]. 

3. Es seien ferner die Functionen /^, f^ und \// zu bestimmen, 
welche der Gleichung 

13. ^(x+y)=AyAx+f,yAx 
genugthun. 

Differentiirt man und eliminirt ^/^'(x-}-y), so erhält man 

und unsere Gleichungen (5.) geben, auf den gegenwärtigen Fall ange- 
wendet, unmittelbar: j>^ = «/,x + Ä/.x, 

f^x = i/.x+ c/.oc, 
wenn man statt Cif c.., (i die Buchstaben a, bf c schreibt Die Inte- 
gration dieser beiden gleichzeitigen Differentialgleichungen gieht 
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.wo Ä eine Würzet der Gleichung Äa*+(a + c)« — i = 0, m, und m^ 
die Wertbe des Ausdrucks a-\'bo(» bezeichnen^ die man erhält^ wenn 
diese und die andere Wurzel jener Gleichung für a, gesetzt werden^ und 
wo h und k zwei neue Constanten bedeuten. Aus (13. u. 14.) findet man: 

15. -v/^Cx) = (i + «^)(Ä«^««^+^/t*^'"»*). 

3. Es seien die Functionen /^/s^ ••••fn zu bestimmen^ welche der 
Gleichung 

Iß. ^P(l?+r) = /nr./,3:+/^,J^./aa:+/„^,7./3X+....+/.y ./„_,« 

genugthuB. 

Differentiirt man und eliniinirt ^/>'(a: + y), so kommt 

Obgleich nun die Anzahl der zu findenden Functionen unbestimmt ge- 
lassen ist| so läfst sich doch vermittelst der Gleichungen (B.) ihre Form 
finden. Denn diese geben für den gegenwärtigen Fall: 

/> = ^1 /n« + <?,,a/n-i3? + .... + C^^n/x^t, 

m 

aus welchen, durch Integration, für fx die Form 

gefunden wirdr 

6. 

Wenn man erstens sin« durch <p« und cosa = — ^ — durch (p'c$ 
bezeichnet, so ist 

/^/ I n\ rpa.w' ß-^-wß.w' a , _, ^. q>a.q)*ß — tpß,fp'a 

<P(gg + ß)= R ^^^ (p(co^ß)—^ 21i_21i_:t_, 

wenn Ä = l ist. Wenn man zweitens^ V^[(t — c^a7^)!(l+e^a?^}1 ^"^^ 
a,. or aber durch (ßci bezeichnet, so hat man ebenfalls: 

(p^<,^ß)^llL!El^±ll:^ und (ß (c. - ß) ^ '£^:.^lA^±Mllt , 
wenn nämlich J?= l + e'c*(J)»«.<p»ß ist*). 

'*) VTrgrn der letztem Gleichan^en kann rmd Herrn Abel'« vortre {Eliche AbbandtoiiK „B*- 
thtrch0t sur let fonctiont elliptiqu** " im tweiten Bande dieses Journal* p. 101. nachsehen. 
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Wir wollen untersuchen ^ ob es aulser der erwähnten circulai- 
ren und elliptischen Function (p% noch andere Functionen giebt, welche 
die Eigenschaft haben, dafs bei ihnen die beiden genannten Gleichungen, 
oder noch allgemeiner die Gleichungen 

^(« + ß)= f a. «nd (Pdz — ß) = ^ — a, -^ 

2U gleicher Zeit Statt finden. 

Zu dem Ende dividiren wir beide Gleichungen durch einander ; 
dann kommt: 

y(g + /y) _ Fa.fß+Fß.fa , y(« + /g) _ Fa^Fß 

9>i^-ß) "■ Fa.fß-Fß.fa' ""^^^ 9(«-/?) ~ tt ^t£ > 

Fa Fß 

fß 
und wenn wir ^ durch \^ß bezeichnen: 

€p{a — ß) ipa — xffß' 

Setzt man nun «-}-ß = x und » — ß=y> und entwickelt 4' \2 J* ^ 
kommt: 



H-p) =.^g*(^), 



oder. ^ — -^ durch o bezeichnend: 



giebt 



2 / ^V 2 

Wir differentiiren diese Gleichung nun tiach x und nach y; dies 



woraus » wenn man ^'(— J-^) eliminirt,' 



[(ä-(l;)]-+(=F)+"-^'(^) 



0, 



*(^ 



oder, wenn durch ^'(^^r^) dividirt und ; r- durch ir(x — y) be- 

^ 2 / sv^'C^) 



seichnet wird: 



(da\ _ (da\ 
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folgt Differentilrt man diese Gleichung wieder nach x und nach y, 
60 kommt] 

'^{pt^—yj = ' -p 

:— TT^x — y) = — , 

und^ wenn man addirt und mit ä^ multiplicirt: 

«•[(P-(&)]+(li)'a=<': 

Substituirt man hierin dieWerthe der Differential- Coefficienteni die aich 
aus der Gleichung a = ^^^"^^'^ ergeben* so hat man 

^ rpcc — (py ^ ' 

<l>y. (2(px .(p^'x — <p*x . (p"x) + (pY (p''x = (px . {2(py. (p'^y— <py. (p"y) + <P V- ^"j- 
Unsere Formeln (4.) geben für diese Gleichung , wenn man die 3 Con- 
stanten durch 2^9 2 Ä und 2e? bezeichnet: 

Q^CP'^x — (px.Cp'^x = 2fl +2Ä(p'jr, 

(p^'x = 2b(px + ^c(px\ 
Diese beiden Differential -Gleichungen müssen übereinstimmen, 
wenn eine Function (p von der vorausgesetzten Beschaffenheit ezistiren 
soll. Eliminiren wir <P^'x, so erhalten wir 

<p'^x = a + 2b<p^x + c(p*x, 
und statt der zuletzt genannten Gleichungen können wir also die beiden 

folgenden setzen: 

(p'^ar = a']'2b<p*X']- c<p*x, 

(p^'x = 2Ä9ar + 2c(p^x, 

von denen die letzte, wie man leicht sieht, die Differential- Gleichung 

der ersten ist. Es stimmen also beide Gleichungen wirklich mit ein- 

ander iiberein. Setzt man nun (px=:z, und also (p^x= j-, so giebt 
die erste Differential- Gleichung: 

ax 1 - _ r d_z • 

und folglich gehört z oder (px zu den elliptischen Functionen, von wel- 
chen die Kreisfunction nur ein besonderer Fall ist, und es giebt keine 
andere Functionen weiter, welche die genannte Eigenschadt haben. 
Am 28. November 1828. 
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31; 

Recherches sur la figure et le mouvement d'une bulle 
d'air dans un liquide de densite constante. 

(Fat 9Ir. Theremin, capitaiDe du geiiie des voies de Communications a Ircoulsk en Siberie.) 

( Saite da memoire No. 4. tom. V. cah. 1. ) 



3me Partie. Figiirc de la bulle en mouvement« 

JUe seul mouvement qu'il Importe de connaitre dans le probleme qui 

nous occupe^ est celui d'une bulle libre^ qui s'ölive dans un liquide ea 

vertu de la di£förence de la density. 

U n'est pas Evident si la figure de la bulle en mouvement sera 

DU ne sera pas la m^me que celle de la bulle en repos^ car on sait qu'un 

Corps en mouvement dans un fluide öprouve de la part de ce fluide une 

resistance egale au produit d'une constante par le carr^ de la vitessej la 

quantitö constante dopend de la density du fluide , de celle du corps en 

mouvement, et en supposant que le corps en mouvement seit une spbere^ 

le rayon de cette spbere entre aussi dans Texpression de cette constante. 

Ainsi eh nommant d la density du fluide, D celle de Tair de la bulle, 

et r le rajon de la spbere osculatrice au point culminant, on aura pour 

expression de la resistance du fluide: 

Md v^ 

D ' r^ 

M ^tant une constante donn^e par Texpörience, et v ^tant la vitesse du 
corps en mouvement, qui, est ici la bulle. 

La resistance du fluide ötant directement opposöe ä la direction 
du mouvement de la bulle qui est verticale, Texpression de cette r^i« 
stance contre un iliment oA de la surface supärieure doit ^tre ajout^ 
ä la pression que cet Clement eprouve de la part du fluide en repos^ 
donc, r^quation qui caractörise la surface supärieure de la bulle, ^tant, 
comme nous Tavons trouvö pröcedemment: 

dp.dA — p,o*A = 09 d'oü Ton tire ^= const.: 

il ne s'agit que de remplacer la pression p sur un 41öment öA, par les 
quantites dont eile se compose; nous aurons pour p, V. La pression du 
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üquide, qui est ^rf(Ä_,).dx.ay. 

2\ La pression due k la r^sistance au mouvement^ qui agit dans le m^me 

sens que la pression due k la hauteur du fluide^ et dont rexpression est: 

3^ Enfin la r^istance due ä la cohision Cp dont rexpression, comme nous 
Tayons trouTÖ pröc^demment, est ; 

CS 

et qui agit en sens contraire aux deux premi^res Forces* 

L'^uation fondamentale -^-^ = const. , donnera donc : 

— . . ^-j f — ■ — = constante. 

Mais si Ton se rappelleque 5-rfÄax.3yy(l4- j^ + g~-y, etquepour 

2 = on a ^ = 0^ ^==0| on aura^ en passs^ A T^quation de la g^- 

n^ratrice plane en £ et x, et remplagant ds par \]/\^ + 'q^))^^$ 1'^ 
quation suivante de la g^n^ratrice plane: 

II faut observer que cette öquation convient k la bulle dans tous les 
points de son mouvement, et que pour chaque point la hauteur h variej 
donc en nommant h^ Fordonnöe verticale du mouvement, k partir du 

■ 

fond du vase, la hauteur du liquide en un instant quelconque sera h — h^; 
et en mettant cette quantitö au lieu de h dans Tequation (l.)y e]Ie donne: 

La densite D de Tair n'est pas non plus constante et dopend ^videm- 
ment de la hauteur k laquelle la bulle se trouve dans le liquide; ainsi 
en nommant par cxemple D^ la densitö de Fair libre, et H la hauteur 
du liquide qui fait ^quilibre ä la pression atmosphörique, on aura sui« 
vant la loi de Mariotte: 

D'.D = H:H + h — h\ 

d'oü Ton tire: t^z 

3. D = J^(^H+h^h'). 

Nous ferons plus tard usage de cette expression. 

Cftllt't Joaroal d. M. Y. Bd. 4. IlfL 48 
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On peut simplifier T^quation (2.) en posant -^ = 771, — = /i ; alors 
Nquation (2.) donne: 

^quation dont nous tirerons celle de la surface supörieure de la bulle , si 
X10U8 pouYons en ^liminer la quantitä v: Operation ä laquelle les ^qua* 
tioDS du mouvement de la bulle sont n^cessaires. 

Si Ton nomme a le volume de la bulle ä la hauteur h', et x^ soxi 
voIume dans Fair librei on aura suivant la loi de Mariotte: 

a:oo' =: II:H + /i — /i\ 
d'oü Ton tire: 

D ^tant la density de Tair de la bulle a la hauteur h^, et d celle de Tean, 
la Force qui fait monter la bulle dans le liquide sera ffOL(d'^D)y ou 
bien, en mettant au j-^ de D et a leurs valeurs (3. et 5.): 

En faisant les r^ductions, et posant pour abröger: 
cette expression prend la forme plus simple: 

D'un autre c6t^ nous avons trouvö -jp. — pour la rösistance du liquide} 

donc comme cette resistance diminue la force qui fait monter la bulle^ 
on aura^ en retranchant cette expression de la valeur(7.), Texpression de 
la force accöleratrice totale qui fait monter la bulle ^ et Nquation de la 

force sera: 

Q ^^^' — p (^+^0 Md v\ 
^' dt^ ~ ^/9_Ä/j— D ' r ' 

Sil* • 
Si nous observons que la vitesse v a pour expression t;=-^| il sera 

facile d'eliminer t; et d^ entre cette expression ^ T^quation (8.) et l'öqua- 
tion (4.)^ et il viendra: 
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Voilä röguation g^n^rale de la g^n^ratrice plane pour un instant guel- 
conque. Observons que dans cette öquation^ A^ et a^ sont variables tous 
les deux; h^ comme ötant Tordonn^e du mouvement et a, qui exprime 
la hauteur de la bulle ^ variera V avec la figure de la bulle ^ c'est ä dire 
avec /i^, et 2% avec le yolume de la bulle u, qui est aussi fonction de 
de h^; mais si nous d^sirons T^quation de la surface pour une hauteur 
d^tQrmin^e h^, il faut poger ä la fois a = const. et A^:±:const.^ d'oü 
Bh^z=z Op ce qui r^duit Nquation (9.) k Celle ci plus simple: 

d'oü Ton tire ais^ment: 

11. 



^quation diff^rentielle qui exprime la courbe cherchöei et dans laquelle 
il ne faut prendre que le signe införieur du radical. Avec ce signe^ si 
z = flf , on trouvo 3— = 0. 

Pour comparer la figure de la bulle en repos avec celle de .la 

bulle en mouvement, rappellons nous que nous avons trouvo pour la 

bulle en repos: 

|fx dz ^ da: 

^* n(Ä--c)-(Ä— a)>^[(Ä-z)*— ((Ä— a)»-n»)] " (h-^a)^^^' 

Pour comparer cette ^quation avec celle (11.) > il faut que les hauteurs 
du liquide, au dessus de la bulle, soient Egales dans Tune et dans Tau* 
tre^ donc il faut poser h — h^s=zk, et Töquation (11.) donne: 

A o ^f da: 

^ "^^ n (h^z) -V"[((Ä -ay+ /i*— 1) (Ä -z)^— (h-ay ((Ä -a)*— 1)] " (h-a)^-i ' 



Mais rien n'empSche de faire dans les ^quations (12.) et (13.) /2 = i, et 
alors ces ^quations, si Tön en tire -k^, donnent: 

ÖS ___ (ft — z) — (ft —g) ■/•[(& -.z)'— ((h—ay — 1)] 

F^ ~~ {h—a)*—l * 

dz _ (ft — z) — (A — g) V[{h—zy— {(h ~ g)'— 1)] 

5x" '■ (A—g)»—! » 

Cela fait voir que pour des hauteurs ögales de liquide, la bulle en repos 
et la bulle en mouvement ont absolument la m^me forme. 

Fassons 4 la recherche du mouvement de la bulle. Pour cela mettons 
dans l'ezpression (8.) de la force acc^I^ratrice au lieu de r sa valeur 

48* 
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tir^e de T^guation (4), il viendra: 

«•ll'=«(^)-^[<*-*'-«)i(('+Ü^)+»ll-c*-*'-4 

C'est Fexpression de la force accölöratrice d'un point quelconque de la 
bulle, Pour avoir l'expression de cette force ^ relative ä un point parti- 

culier de la bulle^ il faut donner ä z et ä 3— les valeurs qui leurs con- 

viennent dans ce point} ainsi, si Ton Toulait avoir la valeur de la force 

acc^I^ratrice au point culminant, il faudrait faire z ss a^ ^ = 0| et Fex« 

pression (14#) se r^duirait ä celle-ci plus simple: 

que nous pouvons prendre pour T^quation du mouvement de la bulle mdme. 
En multipliant chaque membre par ^h' et int^grant^ il vient: 

Substituant dans cette equation les valeurs (6.) de P, C^ et JR, eile donne : 

et si Ton observe qu'ä Torigine du mouvement on a ä la fois t; = O, 
A^ssO^ on en tirera: const. . = ^ «' DOog (H + ä) , et 

16. ««±,/[^.'ä«(,.g(4d^,)-§i')]. 

C'est Texpression de la vitesse au bout du temps dans lequel la bulle s'est 
^levöe k la hauteur hf. On peut tirer sur le champ un r^sultat remar- 
quable de Töquation (16.)* Pour cela nommons (p le volume d'une autre 
bulle dans le mdme vase, nous aurons pour la vitesse v' de cette bulle 
k la hauteur h'y Fexpression: 

en divisant cette Equation par celle (160 ^ devant au carr^ et röduisant, 
il vient: 



— — SL* 



c'est ä dire: les carr^s des vitesses de deux bullös^ qui ont parcourues 
des espaces ^gaux dans le möme vase^ sont entr'eux comme les volumes 
de ces bulles. 

Si la hauteur du liquide h ^tait assec petite pour qu'on put con- 
sid^rer c( et Z> comme constantSi les öquations du mcuivement se simpli- 
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fieraient beaucoup. En efiet, le second membre de T^uation (15.) qai n'est 
autre chose que gct{d—D\ serait constant^ et en faisant ff(d'^D):=k, 
on aurait simplement : 

d'oü Ton tire: 



dt 



xk.t'^constf ou bien v := a.tt-l-C» 



Mais V et t ötant nuls en mSme temps^ on a simplement, 



17. 



dt 



ak.tp V 



x.kL 



Intögrant la premi^re de ces ^guationSi on ä h^= ^att*^ C. Mais 
C = o, puisque A^ et t sont ziro ä la fois. Dbnc h\=:i»kt^ est Fezpres* 
sion de Tespace en fonction du temps. Mettant la valeur de t, tir^e de 
röquation (17.), dans cette ezpression, on aura: 






V 



Mais pour une bulle du volume (p on aurait aussi A^ss:f — , dono 

rösultat, que nous avons d^jä obtenu dans le cas g^n^ral. 

Si nous nommons v^ la vitesse d'une bulle <p au beut d'un temps 
t, nous aurons en vertu de Töquation (17.) : v^=:z(pkt, d'oü — = -5^, o'est 

a dire, qu'au bout d'un mSme temps les vitesses sont entr'elles comme 
les yolumes; si au contraire on suppose les vitesses ögales, on aura, en 
nomment t^ le tems du mouvement de la seconde bulle : t^:t^=:u:<pf c'est 
k dire, que les temps nöcessaires pour acquörir la mSme vitesse, sont 
en raison inverse des volumes des bullös. De Texpression de Tespace, 
h' :=L^o^kt\ nous conclurons encore, que les espaces parcourus dans le 
mdme temps, sont entr*eux comme les volumes des bullös } et que les car^ 
rös des temps employ^s ä parcourir des espaces ögaux, sont en raison in- 
verse de ces volumes« 

Je ne pousserai pas plus loin ces recherches, la figure de la bulle 
et son mouvement me paraissant sufl^amment connus par ce que fen 
ai dit; d*ailleurs, les recherches ultörieures ne prösenteroient övidemment 
que des difficultös de calcul, peut Stre insurmontables, sans offrir d'autres 
rösultats intöressans. 

A Ircoutsk le 20. Octobre 1829. 
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32. 
Über die Summe der Reihen 1 + 2I + 3t + 4t«««- und 

(Von Herrn Th. Clausen zu DIuDchen.) 



Da, diese Reihen sehr langsam convergiren, so hat Euler sie in an- 

dere^ schneller convergirende verwandelt, die aber, da die Coefficienten 

von den BernouIIischen Zahlen abhängen^ nach einer gewissen Anzahl 

Glieder wieder divergiren. Dieses hat Legen dre bewogen {Tratte de 

fonct. ellipt. T. II. p.397.), andere ganz convergirende Reihen zu suchen, 

die die Summe derselben darstellen. Da aber die Glieder der von ihm 

gefundenen Reihen nach einem nicht so einfachen Gesetze fortgehen, 

als nachstehende, auf die ich beim Studium des Legendreschen Werks 

gekommen bin, so erlaube ich mir dieselben hier mitzutheilen. 

L Es sei: 

1. z =/e'ölogsinö — ae/eölogsinö + e'logsinfi, 
so ist • 

ö«z = 2log5ineöö*, 
folelich auch: 

2. z = 2j(7'Iog8in9ö9*. 
Es ist aber: 

logsinfl = — log2 — C0829 — i cos 49 — |co869 — ^cos86 — , 

und w^enn man das Integral jedesmal von 9=0 anfangen läfst: 

/log sin 9 a ö = — 9 log 2 + 1 (sin 2 9 +( J)'sin 49 4-(i)*8in 69 +(i)*8in 89+....) 

^Iog8in9a9»=— i9'log2+|(cos2tf + ,^ C0849 + f» cos69 + ^ cos 8 9 -f....) 

also i 

3. z = 4(co829+^cos49 + ,^cos69 + it,co889 + ....) 
-4(i+/»+3^.4-4^ + ...-)-9Mog2. 
Substituirt man nun in die Gleichung (1.) 

ö = sin9 + i.i«in9*+i^.fsin9* + ^.f8in9' + ...., 

ß« = 8in9*+|.48in9* + |^.fsin9*4-|x7.i«»"9* + .,.., 
so erhält man: 
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4. z = 4(8i„9«+|(|)'«infl* + ?^.(iy8infl* + |^.(f)»«n6' + ....) 

+ 6* log sin fl. 
Setzt man mit Legendre: 

(1,6)' = 1 +7I + X3l + •••• 
(2, ö) = ^ 4" gl "1" XpT + ' • • • 
u. 5. w. 



so giebt die Reihe (3.) für 9 = -Tr-: 



ft' 



X = i [i (i,G)'- i (2,6)'- (3,6)'+ i (4,6)'+ i (5,6)'+ (6,6)'J -i ^, - g^ log2, 

111 

Es ist aber^ lyie man- leicht sieht, 
(1,6)' + (2, 6)' + (3, 6)' + (4, 6)' + (5, 6)' + (6, 6)' = 2i6(6,6)» = S, 
(2,6)' +(4,6)' +(6,6)' = 27(6,6)' 

+ (3,6)' +(6,6)' = 8(6,6)' 

(6,6)'= (6,6)' 
Multiplicirt man diese Gleichungen reap. mit |, —1, — |, +3, und 
addirt die Producte, so erhält man: 
i(i,6)'-§(2,6)'-(3,6)'-K4,6)' + i(5,6)'+(6,6)'=: 27(6,6)' = fÄ„ 

folglich für ö^-^: 

5. « = —i «5,-1^ log 2. 

Vergleicht man diesen Werth mit der Gleichung (4.), nach Substitution 

Ton ö= -^, so folgt: 

D. Oj — «^2 "1" 2 •3».2» ''"2.4'5».2» '^2.4.6'7\'iF'^"") 
4 V2 "^ 3 •2».2*^3.5'2».3'~3.5.7*2*.4''r /' 

Die numerischen Werthe deir beiden Reihen bis auf 22 Decimalstellen 

genau, sind: 

1,59426 65472 59595 61676 81 

- , ,. , 0,39220 96441 00001 33136 84, 
folglich: ' ' 

Äj = 1,20205 69031 59594 28539 97. 
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2# Wenn man ferner; 

setfi:, 80 ist nach den umstehenden Formeln: 

^^logsinööö = -|-log2-5^[(l,6y+(2,6)«-(4,6)«-(5,6)«], 

und da (Legendre am angeführten Orte): 

(l,6)«+(2,6)«-(4,6)«-(5,6)« = -V« (i,6)«-A«« 

Nun ist aber auch: 

/logsinOdO = dlogsind— «/ddlogsindy 
mithin: 

y^^'logsineaö = — Jlog2-(i- + i..3^ + i^.5j*^'+....). 

SetEt man die in Parenthesen eingeschlossene Reihe =?£, dessen nume- 
rischer Werth 

0,50747 08032 04826 81251 000 

ist, und vergleicht die beiden für y log sind d0 gefundenen Werthe, so 
ergiebt sich: 

(..6)- = Ä+'>" 



18 ^3.V3* 
und also: ^ 

(2. 6)» = 54 +37vr3J 
(4.6)' = ''* ^ 



~ 54 3.V3' 

^j.d; — 18 3.V3' 
Es ist s-y^ = 0, 09766 28016 12060 78710 840 

und U — ^' ^^^^^ ^^^^ '''^^^^ ^^^^ ^^' 

folglich (4.6)*= 0,08510 76502 59964 37249 965, 
welches man gleichfalls durch die Euler sehe Formel erhält. 
München, den 8. Januar 1830. 
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33. 

Über die Bestimmung der Lage der Haupt- 
Umdrehungs - Axen eines Körpers. 

(Von Herrn Th. Clattsen zu Sliinchen.) 



mm 



Die gewöhnlich angegebene Auflösung dieser Aufgabe fuhrt auf eine 
cubische Gleichung, die sich aber in einer etwas verwickelten Gestalt 
darstellt. Das folgende Verfahren, welches Gaufs zur Auflösung einer 
andern Aufgabe: ^yDeterminatio atlractionis etc.efc." angewandt hat^ giebt 
auf einem directeren Wege eine Gleichung von symmetrischer Form. 

Es seien die Momente in Beziehung auf die bekannten Axen der 
^} Jy 5^; und auf den Schwerpunct bezogen: 

IfxxBm = aj fxydm = ^, 
fyydm = ßj fyzdm = e, 
fz% dm = yj fzx dm = 9, 
und die Coordinateo> auf die Flaupt- Umdrehungs -Axen bezogen, x\ y\ z's 
und 

Ifx'x' Ö/72 = ^j f^'y' ^^ = 0, 
/y'y' ^^ == ^5 fy' 5^' ^^ = 0, 
/z'z' dm = ^j fzfx' dm s=i O: 

Sei nun: 

Ix'ss ax -^^ by '\' czy 
y = a'x + b'y + c'zy 
7! = a"x^h"y^&'%. 
Da die Entfernung jedes Puncts vom Anfangspuncte der Coordinaten bei 
beiden Systemen dieselbe ist, so mufs x'x'4-y'y+^'Ä'= xx-f-yy-f-zr. 
sein. Folglich : 

4. (6Ä+Ä'Ä'+Ä''Ä"= 1} Äc + Ä'c' + Ä''c''= 0, 

Wir haben also zur Bestimmung der 12 unbekannten GröTsen ^9 t^ , ^, 
a, 6, c, a' etc. eben so viele Gleichungen (2.) und (4.), so dafs also die Aufr 
lösung der Aufgabe algebraisch möglich ist Man hat ferner, wenn man 
die Gleichungen (3.) resp. mit a, 0', a"i b, b', i" und r, c\ c" multi- 
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pli'cirt, die Proilucte je drei und drei addirf, und die Gleichungen (4) 
berücksichtigt: 

5. {/ = bx''\-b'y'-\-b"z', 
\x = ck' -\-c'y'-{-c"t/} 
demnach auch, in Folge der bei den Gleichungen (3.) gemachten Bemerkung: : 

!aa -\- bb -\- c c =lj a a' ■{• b b' '{^ c c' =0, 
c' o' + Ä'Ä' + c' c' = 1 ; c V'+ b'b" + c' c" = 0, 
a'V'+6"Ä"+c'V= 1} a"a-{-b"b +c"c = 0. 

Werden nun in die Gleichungen (1.) die Gleichungen (5.) und (3.) 
substituirt, so findet man: 

« = ac.$-|-c'c'.v-J-o"a".^, 

ß r= bb.l'\-b'b'.v-{-b"b".^, 

y = cc.a + c'c'.v + c'^c''.^, 

'• ^ 8 = ab.^ + a'b'.v + a*'b".l, 

e = bc.l-[-b'c'.v{-b''c".l, 

e r= eo.^ + c'o'.v-f c"ß".i- 
Diese geben, mit Berücksichtigting der Gleichungen (G.) : 

8. ha+ßb + ec — ^b, 
\Qa -{• eb •\-'^c = ^c, 

9. ha'-^ßb'-\-ec'z= vb', 
l9ö'+8Ä'-i-yc'= uc', 

10. ha"-^ßb''^ec"=:lb'', 

Durch Elimination von a, b und c aus den Gleichungen (8.) findet man 
folgende Gleichung zwischen | und den bekannten Grö'Isen », ß, y etc. 

11. o = («-|)(ß— ^(y-a-«%-D-«(«~ö-ö9(ß-Ö+2M. 

Eben dieselbe Gleichung findet man, wie auf den ersten Anblick erhel- 
let, durch Elimination von a', b'y c* ans (9.) zwischen v und «, ß, etc.j 
und durch Elimination von a"y b", c" au» (10.) swischen ^ und et, ß, etc. 
Also ist, wenn man die Gleichung (11.) nach den Potensen ordnet, und 
statt l, u setzt: 
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12. 1/'— («+ß+7)^*+(aß+ßy+y«— *^— «^— 6e)i/ 

deren drei Wurzeln die Werthe von $, v und ^ sind. 
Aus den Gleichungen (8.) hat man ferner: 

woraus fol^: 

1 



13. 



- 1 ' 

1 



ÄC 



T + 



^ + 



und also: 

>> — i 

Auf gleiche Weise findet man a', b' und c' durch v, und a"y b" und 
c" durch ^. 

München, den 20. Oetober 1829. 
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34. 

Theoreme sur les nombres. 

JLh Porome. Si trois nombres entiers sont tels que le quarrö du plus 
graiid soit ögal ä la somme des güarrös des deux plus petitS; le produit 
de ces trois nombres sera n^cessairement dirisible par soixante. (An- 
nales de math^m. de Mr. Gergonne, tome XX. cabier VIL page2n.) 

Demonstration. (Par un abonnö.) 

Les trois nombres r, s^ t dans l'^qualion r*+^' = i' peuvent 6tre 
supposös d^barass^s de tout diviseur commun, car si Ton peut prouver 
que le produit des nombres ainsi röduits est un multiple de 60, la m^me 
cons^quence s'ötendra au produit des nombres primitifs« L'^quation ötant 
dans cet ötat, deux des nombres qui entrent dans notre ^quation, se- 
ront impairSy et le troisieme sera pair. II est facile de voir que r et s 
ne sauraient dtre Tun et Tautre impairs. £n effet^ comme tout quarrt 
impair est de la forme 8/2+1, la somme r' + ^* aurait dans ce cas la 
forme 8/2-|-2, qui ne saurait convenir au quarrö t^. L'un des nombres 
r, s est donc pair. Supposons que ce soit r. Comme on a r*=^— ^% 
t* et s'^ ^tant des quarr^s impairs et par consöquent de la forme 8/2 + 1, 
r* sera divisible par 8, et r par consöquent multiple de 4. U est donc 
prouYÖ que Tun des nombres r, s est divisible par 4. 

On prouve avec la mdme facilit^ que Tun de ces nombres r, s 
est divisible par 3. U su£5t pour cela de remarquer que le quarrt de 
tout nombre non -divisible par 3 ötant de la forme 3/2 + 1, la somme 
r' + ^* aurait la forme 3/2 + 2, si aucun des nombres r, «9 n'ctait divi- 
sible par 3, tandisque le quarrt f^ aurait la forme* 3/2 + 1, ou serait diri- 
sible par 3. 

Prouvons enfin que des 3 nombres r, Sy t Tun est toujours dituible 
par 5. Cest ce que nous allons faire en dömontrant que si ni r ni ^ ne 
le sont, t le sera nöcessairement. Tout quarrt non divisible par 5 ötant de 
Tune des formes 5/2 + 1, 5/2+4, il peut arriver trois cas difförens, lors- 
que r et ^ ne sont ni Tun ni l'autre divisibles par 5. Les quarrös de ces 
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nombres peuyent ^tre Tun et Tautre de la forme 5n-)-l, ou Tun et Tau- 
tre de la forme 5/2-[*4^ ou enfin Tun de la forme 5^-{~^> Tautre de la 
forme 5 /2 4- 4. Les deux premiers cas ne sauralent avoir Iieu> car dans 
le premier r*-|-^ aurait la forme 5/2-4-2 et dans le second la forme 
5/2-1-3, qui ne sauraient convenir ni Tune ni Tautre au quarrö /*. II 
ne reste donc que le troisi^me cas dans lequel /^ -sera de la forme 5/2, 
c'est ä dire divisible par 5^ /est donc toujours divisible par 5, si ni r 
ni <^ ne le sont. 

£n röunissant ce qui pröc^de, on voit que le produit rst est di- 
visible par 4, par 3 et par 5, et comme 3, 4 et 5 sont premiers entre 
eux, rst sera aussi un multiple du produit 3.4.5,^ ce qu'il s'agissoit de 
prouver. 
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35. 

Sur un principe general dans la theorie des series. 

(Far Mr. de Schnädten^ prof« des mathexn. h Copenhagiie. ) 



A.pres avoir expos^ le principe g^neral pour le d^veloppement en Serie 
«de forme quelconque d'une fonction^ soit explicite^ soit implicite^ je con- 
sidere en particulier les series proprement dites^ ou Celles qui ne sont 
qu*une Bomme de termes. 

Le principe que je prösente a leur ^gard^ renferme beaucoup de 
r^sultats qui ont ^tö trouves par des m^thodes diverses^ et dont la liaisoit 
est souvent difficile k saisir. Mais Tobjet de cette note ätant surtout de 
ramener ä un seul point de vue les rösultats difförens les plus gönd- 
rauxy je ne m'occupe pas de Tövaluation qui d'ailleurs n'est possible que 
dans des cas fort particuliers, et je ne fais qulndiquer les corrolaires dont les 
developpemens n'auroient d'autre difficultö que la longueur du caicul. . 

1. 

Pour dövelopper une fonction en sörie de la maniere la plus ge- 

n^rale^ on lui donne la forme 

F(x) = (PM.+/(x)(p(^,+/,x(p(^3 + . ...))], 
eü <P est le signe d'uoe fonction quelconque^ fii^> f^ip) ^^c. sont des 
fonctions quelconques de x» et A^^ A^y A^y .... des quantit^s qui dö- 
pendent de la fonction F{x) et qu'il s'agit de döterminer. 

Soit ^//(x) la fonction inverse de Cp(x), teile que %// ((p (x)) = x , et 
x^y Xa> X39 . . • • des valeurs de x telles que 

on aura pour A^y A^ etc. les valeurs suivantes: 

On voit que les quantitös^^ A^f etc. se döterminent d*autant de manieres 
differentes qu'il y a des combinaisons entre les racines des ^quations: 

. /i(x)="o, /,(x)=0, /3(x) = etc. 

Soit (p (x) = — , on aura : 
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Si Ton fait cp (x) = x, on a la forme d'une sörie proprement dite, ou 
une somme de termes qu'on pourroit appeler sörie linöaire^ savoir: 

■ F(x) =^. + ^./.(x)+^3/(x)/.(x)+.... 
Si toutes les valeurs de x qu*oii tire des öquations: 

/(x) = 0, /a(x) = 0, etc. 
8ont Egales a zero^ on trouvsra que les valeurs de ji^, A^ etc, se pro- 
sentent sous la forme %y dont les vraies valeurs se trouvent par le cal- 
cul differentiel. 

Si les fonctions /i(x), /2(^)9 •••• ^^^^ toutes ögales ä x, on tombe 
dans le cas le plus simple ^ la s^rie de Taylor. 

2. 
Si la fonction est donnöe implicitement^ on la döveloppe en s^rie 
par le principe de substitutions successives. Soit donnöe T^quation 

y = (P(x,y), 
on aura: 

y — <P[^> <P(ac, <p(x, . . . .))]. 

Si r^quation est difförentielle^ on peut toujours lui donner la forme 

de Sorte que le premier membre soit intögrable-par des fonctions connues. 
On en tire une.öquation integral e^ renfermant n conBtantes arbitraires 
de la forme 

y = /(^^ y)f 

d*oü Ton aura 

f(Xyy) etant une fonction de x et de y qui renferme a coefficiens diffö« 
rentiels avec autant d'intögrations et de Gonstantes arbitraires. 

Comme une ^quation quelconque peut dtre partagäe de beaucoup 
de mani^res en deux membres tels que le premier soit int^grable^ on 
peut aussi lui trouver beaucoup de formes d'intägration di£F^rentes. 

Ce n'est que dans le cas oü l'^quation elle-mdme est Unfaire que 
rintegrale aura la forme des söries auxquelles nous avons donnö ce nom« 
Aussi est-il facile de voir que chaque terme de la sirie se d^riVe du 
pr^cödent par autant de difförentiations et d'intögrations^ qu'indiquent re- 
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spectivement les coefficiens diff^rentiels les plus ^lev^ aous les signes 

y^ et (p. 

3. 

La forme g4n£rale d'une sörie linöaire est: 

F(0 = S.y,^^ 

oü X peut ^tre prise depuis — co jusqu'a +oo. Celle^ci m^ne en g6- 
n^ral ä deux probl^mes^ celui de la transformer en une autre^ et celui 
d'en deriver de nouvelles relations entre des fonctions et des söries cor* 
respondantes. Le premier se rösoud de la mani^re la plus g^n^rale par 
la th^orie des fonctions gön^ratrices, et le second se räduit ä un prin- 
cipe g^n^ral dont le döveloppement est Tobjet de ce qui va suivre. 
Seit V^ une fonction quelconque lin^aire de Zy teile que 

V(z + y) = V2 + vr> 
coxnme par exemple 

^ X elant une fonction quelconque de x, etc. 

Soient u et v des fonctions quelconques de /, on aura: 

1. \r.uF(v) = 2.y.vV(«/t^). 
Les signes d'intögration ou de difil^rentiation contenus dans V se rap- 
portent ä la variable t. 

De Nquation F(^) = Syjc^ on tire par Tintroduction des imagi- 

naires celles-ci: 

2. f{t) c= S./jcCos/x, 

3. q){t) = S.y^sinfx, 

et par le mSme procöd^ que ci*dessus: 

V*^f(v) s= :2.y^V(M008Vx), 
^•u<P(v) = S.yxV(«sini;x). 

4. 

Les corollaires des öquations (1.^ 2. et 3.) les plus sinaples, se 
trouvent en supposant V lo signe de differentiation et supposant u e\ v 
de la forme V^ ou e'^K 

Faisant v=S> on aura de Tun cotö du sigüe = une s^rie ordi* 
naire et de Tautre cotö une s^rie ä double entröe. Ainsi^ en ne prenant 
les 2 qu*entre les limites et -f- oo^ on aura de Töquation (1.): 



\ 
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«»^(»»O + »t^CvO + u,F(Vi) + .... = («,Vx+i/.«,+ ....)y» 

T* • • • • • 

et de r^quation (2.)i 

+ («'iCos3i^»+z/gCo«3i;5+«-*0y3 
-p • ^ . • .f 

<^i> ^ai ••*• ^i> ^«f •*** ^tant les yaleurs de u et de t; qui r^pondent 

aux yaleurs de / s= i ^ 2^ 3 etc. On tirera une ezpression 3emblable de 

r^uation (3.)*' 

Däterminant convenablement les fonctions i/^ et Vj^j les s^ries in&- 
nies du second membre se r^dulront a des fonctions connues^ et^ Ton aura 
ainsi une ögalit^ de deux siries de formes diff^rentes. 

Supposant dans l'öquation (1.) t;„ 5= (/2/)% «/« = (•^l)'*+'(/i/)^ 
h ^tant Uli nombre entier ^uelconque^ et remarquant que 

l«_5i*^ + 3**— ...• = 0, i==i_i + i— I , 

n 4tant un nombre entier positif, on aurac 

+ 

la nombre n itaitt pris depuis ja8qu'4 «o. 

De röqnation (2.)> en faisant f„ = /i/ et v«i^( — l)"**^, et obser* 
vant que f^cosO-rCOsSd-f-cosSO — .•••> on tire Nquation: 

/(')— /(aO +/(30 = iy. + iy. + iy» + . . . . = i/(o). 

Ces formules ont ötö present^es par M. Babbage dans un xu^« 
moire fort interessant (Philos. transacC. 1816), dans leqoel il s'occupe 
de reraluation de ces s^ries et indique les eirconstanoes sous lesquelles 
la divergence des s^ries rend le risultat inezact. 

Soit encore Vn^^nVf », = «", on aura; 

uRv) + «•/(2i;) + ii»/(3 V) + . . . . 

-— M(cost; — u) I II (cos 2 V — u) . 

~ l--2i«x:o8v4-;r«» 3^* "** 1— 2w co82i;+«» y« ^ 

De la formule 

Crtllc'« Joaroal d. M. V. Bd. 4. Hft. 50 • 
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en auppoaänt V = S, e/n = sin^-^, ^-^11== — > ©t les integrales aux dif- 

förences finies ötant prises depuis /z = 1 jusqu'ä /z r= m, et depuis x = 1 
]usqu*ä x = /77; /?^ 777^ /2 ötant des nombres entiers^ od tire: 

(. -on . n . . 2pft . 27t , , . (m — l)pÄ • (m — 1)^\ 
8in^-— sm |-sin— ^-— sin !-.... + sin^ ^^— sm^ —}yi 
mm* mm* ' m . m * '' 

(sin^— sm 1- sin-^ — sin — + .... + sin-^ ^-^—sin-^^ ^Jy« 

^ \ m m • m m ' ' m m i '' 

■\lll m Wl 771 771 fTl/^^ 

et obserrant que le coefficient d'un membre quelconque y^ est 

. (tti — \)rn . . {m — l)p?J 

SUD ;r sin ^^ siu r fr sin ^^ ^-^ — 

. / m m 

-./ p;i rn\ ' 

2 1 cos ^— ' — cos — ) 

\ 771 . 771 / 

on Toit que tous les coeiEciens doivent s'^ranouir exceptö le cas ou 
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p ^s^ Py dans lequel cette expression deviendra = -^ , et Ton aura : 



2 



ce qui est la formule connue de Lagrange^ de laquelle d^coulent Celles 
de M. Fourier: 

f(a) = — ///(z) sinax sinzx dzdx lxs= Of zs=0 

/(ö) = — //f(z)cosax CO8ZX dzdx]xz=zooy z = oc 

Ces beaux th^oremes donnent aussi les relations les plus remar- 
quables entre des intögraleö d^finies et des fonctions connues. Ainsi^ en 
supposant /zsse""^*, et observant que 

fe-'t'cosxzdz = —i— j'et fe^^' sin x z d z = — 4_-^=Ö|, 



on a 



De mdme en supposant 
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et observant que 



le "^coszxoz s= -5-^^ » on a: 



• . 5, ' • • 

Faisant V =^f entre des limitea indöterminöesi on aura; 

tu ötant une nouvelle fonction de /• 

Döterminant convenablement les fonctions 1/^ t^, i^, etF/ on en tire 
un grand nombre de corollaires remarquables* 

L'^quation 

en faisant 

m — 1 et /9 ^tant des nombres positifs et le) linaites de l'int^grale ötant 
<=s=o, <=5— , donne: , 

fr{l-at)''P(t)dt „ m(w + l)....(m + x) ; j;^ . 

ou, si Ton fait i>=— , flr=0: 

y et 0e ^tant des nombres entiers^ on a: 
ou, si Ton fait ß=— , a = 0: 

y) Soit u = (i—'ae'f, t; = /, 

50* 



i 

I 
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les limitea de / s= o 

rtf pj X— yn ötant positifs et n entier. Soit ft" (1 — a f)^ d t compri« en- 
fre les limites sasignies ssf(x)f on aura: 

4. /•/ 02 2.(2 + n)....(2.f(x-l)n>y^, 
^•' ^ '''^ (Z+Cp+l)«)... .(2+(p + x)4a« 

+ 

-r/^« ''*Cn+(p+l)«)....(n+(p+«)n)a»» 

Oüf si Ton fail ;»=s-^, «tsO: 

'%/ (^»)* 

+ 

En faisant n :s 2^ on aura entre les limites — »>- et 4* ^' 

ßl — aeftBt = 0, 
d'oü 

J) Soit u = r»"*-"*, v = i*e-^% 

m ^tant un nombre entier, on a: 

Ces corollaires donnent d'autres en vertu des formes particuliöres 
de la fonction F(0 ou de y«» Ainsi du corollaire (S.) on aura, en fai» 

sant ß=xo, 771 = 0, F(x)3=co8/'* ou y, = ±|-5 5—: 



Faiaant dans le secönd (0.) i^(0^=co8^| 7=as0^ «(ssi^ on aura: 
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et du premier (a.)^ ^^ faisant F(t)zszcos{ct) ou F (t) :=i sinic t) ^ on aura 

Jlr€r^QOB(ct)Bt=i — 2^!^-^;^ cos ((w + i)arc lang = —)/<^ 

{p-+c-)— p u 

Jr e-p^sin {ct)3t = P"^'^^, sin ((w + 1) arc fang = — ) 7^"* ^^'^3 ^ 

6. 
Les formales 

donnent Heu ä devx corollaires remarquables. 

a) Faisant dans la premi^re u^=i^A^cosmt^ dans la seconde 
uss.'Sfji^sinmtf dans Tune et Fautre v^ss^t^ w^^n—^t^ les limites de 
m et de X ^tant -f- oo et -^-^ oo ^ et obserrant que 

- . cos (m+ar)f^ — cosTm — x)t 

. _. . . co8(m+x)f — co8(m — x)t 

BinmtBinxt =x — > «^ ^ ^ — -^ ^, 

on aura entre les limites t^szo, t^ss^: 

En faisant dans la premiäre de ces formules 

^A^cosmt SS ^^ CS I, 

on aura: ^ ^f^e-^iF(e^^-^) + ^F(e-^^'-^))dt == y«, 

et faisant dans Tune et Pautre J,^^±tf^^ /2 = o, et ne prenant x et m 
que depuis O ]U8qu*ä oo^ on tombe dans les formules de M. Foisson: 

^J(F{^-^-F(r^-^) t_2;ct;+p. ^^=Sy.;>'-y„=rF(;,)- F(o). 
ß) Faisaat dans la premi^re u sa f(p (z) cos t i d z, dans la seconde 
z/=s/^(z)8in/2d2 I ~ ( I H I i^äas— ;i<, t/ss/, on aurar 
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Soit par exemple 

on trouvera Celles- ci: 



(P(z) = e-^% 



qdt 



En donnant a F(i) ou a y^ des formes particuli^reSi on parvient a d'au- 
tres cotolhiires des formules (^. et B.). 

a) En supposant F(t) = S-^m<'*«2B„f~*, les integrales ^tant 
prises depuis n et m=Ö jusqu'ä /z et m = <x>y et faisant dans la for- 
imule (£.) az = o/ on aura la formule de M. Farce val: 

ß) Supposant F(f) ==/k + y) > '^* formules (^. et B.) deviendront : 

Jucoswf(2co8v)dt 5= ^y^J^u cos (w-^-vjl) dt, 
jU8inwf(2cosv)dt = ^y^fu sin(jv^vx)dt, 
et si Ton donne k f{t) la forme -^o + -^i^ +-<^a'*+ • • • •> on aura: 

Soit encore f(J) = ^*, on aura : 



nj 



.scosf 



Bt 



1 1 

* "^ * "^ 1.2.1.2 "■" 1.2.3.1.2.3 "^ 



» • * 



En faisant f(t) 5= ; — , , ,„ , on aura ulie autre s^rie connue« 

Si Ton fait 

Z^(/) = log [i + / (i + f )"] , 



on aura : 



j^yiog(i+aco8< + 2/ic+^^o'cos<+ ^"^"~*^^^~^^ a^cos2/ + .... 

....+(i+2acoa^ + o«)")ai {J=^} 

— »« 2n(2n~i) g' , 3n(3n— l)(3ii— 2) a* 

"■"""• O 'T"*" 1.2:3 '"T"* 
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36. 

Auflösung einiger Aufgaben der analytischen Geometrie 

vermittelst des barycentrischen Calculs. 

-(Von dem Herrn Ober ^Lehrer F. Minding zu Berlin.) 



jLlie im Folgenden^ mit Hülfe dea von Herrn Prof. l^löbius erfundenen 
barjcentrischen Calculs zu losenden Aufgaben sind für diese Methode 
blolse Eliminationsprobleme. Eben deswegen schien es^ bei ihrer Wich- 
tigkeit, interessant, sie einmal auf diesem Wege zu lösen. 

1. Es sind die barycentriscjben Ausdrücke dreier Puncte in einer 
Ebene gegeben j man sucht den Flächenraum des Dreiecks, welches diese 
drei Puncte zu Spitzen hat. 

Seien die Ausdrücke der drei Puncte: 
(fP=^aA + bB + cC; y'P'z=za'A^b'B + c'Cs f''P''t=zQ''A^b''B + c''C. 
Eliminirt man den Fundamentalpunct A^ so erhält man: 

a'yP— o/P' = ß'ß + 7'C und c^'/P'— a'/'i^'s^ ß''B+y"C, 
wo: 

ß^=ba'—b'a, y'^ca'—c'a, ß''^ b'a''^b''a', Y'=c^ a"—&' a'. 
Eliminirt man ferner den Fundamentalpunct B^ so kommt: 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

ABCiBCP SS fza. 
BCPiCPP" =s — o/:ß'. 
CPP': PP'P" = ß'a'g" : ß^^y^~ ß^y^ 
Mithin : ABCCPP'P'' = o'.y//': ß'y"— ß''y^ 

Die Grölse ß'y"—ß''Y' ist = c(äV'—äV) + ö'(ä''c—äO + «''(* ^—ä'O- 

Bezeichnet man ö(ä'c''— 5''c0 mit\^, Q\b"c — b&') mit A\ 
a^^(bc^ — b^c) mit A^\ so sieht man, dafs A in A' übergeht, wenn man 
die Accente in dem Ausdrucke für A um eine Einheit erhöht, und statt 
c'" immer wieder c schreibt. Auf ähnliche Weise entsteht auch ud" aus j4'. 

Man hat also: 

*• ABC ~ gg'g" 
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2* Es sind die Ausdrücke dreier gerader Linien in einer Eigene 
gegeVen} man soll das Dreieck finden^ welches sie einschlielsen. 

Seien die Ausdrucke: 

A+xB + (o^bx)Cs A^xB+^a'+b'x)C; A^xB + (a'''{^b''x)C. 
Heilsen die Durchschnittspuncte der ersten und sweiten^ s weiten und 
dritten 9 dritten und ersten, der Reihe nach^ 11 ^ H^, ü'^ Man findet: 

y n = (i — b')A — (a — oO^ + (ö'4— öiO C. Auf gleiche Weise: 

Be«eichnet man nun dieGrofte: ö(i'— ^'0+ o' (*'—*) + c''(*—*0 mit 
il/i so erhält man für den ßrsten Tbeil A des Zahlers in I.: 

A = _ö'^(i— ÄOilf. 
Eben so: 

A' ^ ^a (A'— Ä'O M, ^^ = — ß'(Ä"— Ä) üf. 

Hieraus folgt, wie man leicht sieht: 



IL 



ABC —qq'q" 

3. Es sind vier Puucte im Räume gegeben 9 man finde das T%^ 
traeder, welches sie cu Spit»n hat. 

Heifsen die. Puncto: P, />, P^', P^'', und sei: 

fP =± o^ +*B.+ cC + rfÄ 

Für P's P^^ P*^^ gelten die nemlichen Coefficienten» resp. mit den Ae* 

centen ^^ '^ ^^^ yersehen« Man findet, gans wie vorhin, durch Klimina« 

tion von -^, B, C: 

ppipapiu A^A'^A'' 

AßCD ™ qq'q''q"\Q'a'' ' 

wobei man hat: 

und 

ß' ^ a'b — öA^ y' 9 a'c ~ cc', 5' = a'd — ci/^ 

ß" = c" Ä' — c' A'', y" = c'' c' — o' c", J" = a'' d' — 0' rf''. 

Man kann den Ausdruck: ^4"^^+^'^ leicht entwickeln, und wird ihn 
dann durch a'a*' theilbar finden. Ohnehin stand es auoh frei, asso^ 
= a'^ = a"' = 1 SU setzen. 

4. Vier Ebenen sind gegeben j man soll das Tetraeder finden, 
welches sie einschliefsen. 
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• Beseichnen wir eiaen beliebigeD Punct der ersten Ebene mit P, 
die drei andern resp. ijait P', P', P"', 

Sei P^A-\-xB-\-yC-^{a'\-bx-\-cy)C; um die drei andern Ebe- 
nen aussudrücken, accentuiren wir a, b, c resp. ein - , swei • und dreimaL 

Die Durchschnittspuncte der Ebenen 12 3; 2 3 4, 3 4 1, 4 1 2 heiüieD 
der Reihe nach 11, H', H", W". 

Man Endet! fU= (bc')A-{-(ca')B •{-(ab') 0-^(0 bc)Df wo 
(bc*) ^ bie'^c")-^ b'(c"-~c)-{-b"(c—</). 
(e oO e= a («"— cO J^a'(c— c"). + a" (c^— c). > 
(ab') =3 ö(Ä'— A") + o'(Ä"— Ä) +«"(4— ÄO. 
(öÄc) =a= o(4cO 4- i(ccO+ <o*0 = a{b'c"'~b"c') + c'(4"c— ac'0+ e"(Äc'— i'c). 

9^{f>c') + (ca')-it-(ab') + (abc). 

Um die Auddrücke von Tl', W, W" za finden, darf man nur die 
,Accente in den CoSffioienten des Ausdruck« von FE suocessive um eine 
Einheit erhöhen, und statt o*^ immer a, statt b" P, statt c'^ c schreiben, 

Mdn findet nach III. t 

ABCD ™ qq'q" q'" (V o") {b" </") ' 

In diesem Ausdrucke ist A=sS'(ß"y"'—ß"'y"), wie vorhin^ eben 
80 A' und A", 

Für die Gröfsen ß'f y', S', etc. hat man; 
ß'= (b'c")(ca') — (b c') (c' a") j y' = (b' c") (ab')-^(a' b") (b c') j 

$' = ib' c") (abc) — (b c') (a' b' cy 

Man darf nur die Accente erhöben, um der Reilie nach ß"f ß'"t 
y"t y"'y 8", S'" *u erhalten. Man setze; 

a'"(^bc')^ai_b'p^') + c'(Ä"0 — a" (b"'c) = M. 
Nach den nöthigen Reductionen erhält man:, - 

ß\ = ^(c".-c')Ms y' =5 -r- (jb' -^ b") M i 3' a= -^ (b' c" — b" c) M, 
ß"= -{.(c'".^c")M; 7"= -{-(b"^b'")Mj S"= '\-(b"c"'''b'"c")M. 
ß"'=i-^(c^c"')Mi y"'=^ -'(b"'^b)Mi $"'s^ ^(b"'c-~bc'")M. 
Hieraus erhält man weiter; 
A=:—M\b"c'-^b'c") . (Ä"c"0 i A'^^M}(J,"'c"—b"c"') {(b"c"')^(b"'c)) j 

A"^ — M\b c'"^ b'" c) (Ä' c"). 
Eine weitere Reduction ergiebt: 

(Ä c'"— 4''' c) (4' c") — (3'" c) (4'" c"^b" e"*) as (c'" 4'-- d b'") (b" c'% 
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Hieraus folgt ^+^'+^" = M^(4'0(ä''0, und als Resultat: . 

5. Die Ausdrücke IL und IV. bedürfen leichter Modificationen 
in den Fällen ^ wo der zu Grunde gelegte barjcentriscbe Ausdruck für 
eine gerade Linie oder Ebene nicht unmittelbar anzuwenden ist. Um 
keine Lücke zu lassen, mögen diese Fälle noph angegeben werden« 

Man sieht, dafs wenn die Linie, deren Ausdruck ist 

mit der Fundamentallinie AB zusammenfallen soll, man nur a = 6 = 
zu setzen hat. 

Soll dagegen diese Linie mit AC zusammenfallen, so betrachte 
man zunächst den allgemeinen Ausdruck: A'\'€xB'^{a -^-bxyCy wo e 
ein constanter Coefticient ist. Die durch diesen Ausdruck dargestellte 
Linie fällt mit ^C zusammen, wenn e=:0. Setzt man nun ex^s=iy^ so^ 

geht der Ausdruck über in: ^ + yß+(^H Vj^y woraus zu ersehen 

ist, dafs man, wenn die gegebene Linie ^C selbst sein soll, in dem Aus- 
drucke II. nur b als eine unendliche GröTse anzusehen hat. Man erhält 
demnach für ein Dreieck, welches Ton der Fundamentallinie AC und 
den beiden andern: A^xBJ^{a'^b'x)C, A + xB ^{a'''\'b'' x)C einge- 
schlössen wird, den Ausdrux^k: 

(1 4- aO (1 + a") {b'— h"— a'-^-a''-^- a'* h'-^ a' b*') ' 

Soll die Linie mit BC zusammenfallen, so darf man nur a als unend- 
lich ansehen. 

Soll dieselbe Linie durch .den Fundamentalpunct A gehen,, so 
mufs = sein. Soll sie durch B gehen, 6=:0. Soll dieselbe aber 
durch C gehen, so müfste ihr Ausdruck eigentlich sein: 

Nach der zum Grunde gelegten Form findet man aber das richtige Re- 
sultat, wenn man nur a == — gb^=oo setzt. Es ergiebt sich dann 
nach IL: 

ABC "" l+^ + a'+^6^1+^+a"+J6'^5^' 

Man könnte auch das Dreieck für diesen Fall direct atis den Ausdruk- 



3ß. Rlindingy einige haryoentnsche Aufgaben, 
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ken der drei Geraden berechnen ^ und würde dann genau das nemliche 
Kesultat finden^ 

6. Soll die Ebene: ^+ xB ^.y C+ ((x4-6:r + cy)Z> mit der 
Fundamental^ Ebene susammenfallen, so muls o = 6 s: c=: o sein. Soll 
sie. mit ABD zusammenfallen ^ so darf man in dem Ausdrucke IV. mir 
c als unendlich betrachten. Soll sie mit ACD zusammenfallen, so ist 
b^szooy und, wenn sie mit BCD zusammenfallt, o = (X) zu setzen. 

Soll diese Ebene durch einen der Fundamentalpuncte u^, By C ge« 
hen, so darf man nur resp. a, b, c, s=zO setzen. Geht sie durch D, so 
mufs ihr Ausdruck die Form haben: 

A + xB'\^(€+fx)C+yD. 

In diesem Falle hat man in dem Ausdrucke IV. A = — fc, a = — ec 
zu setzen, und c als unendlich anzusehn. 



. •. ' 
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37. 

Combinatorisch- analytische Abhandlung, enthalteüd den 
Beweis der vier Summationsformeln Band 3« Heft 2. 

S. 207. d. Journals. 

(Von H^rro Pr. Gudermann in Cleve. ) 



1. 

JLlie 2u beweisenden Formeln sind einfache Folgerungen aus einem Sat^e, 
den wir in einer Allgemeinheit entwickeln und aufstellen werden^ welche 
überflüssig sein würde ^ wenn es blofs auf den Beweis der vier Summa- 
tionsformeln ankäme. Die Potenz (x-^zY kann nämlich, wenn n eine 
positive ganze Zahl ist, also entwickelt werden, dals das allgemeine 
Glied des in der Form einer geschlossenen Reihe erhaltenen Ausdrucks die 
Form <px.\^z erhält, wie im Newtonschen Binomialtheoreme j aber der von 
uns aufzustellende Ausdruck wird, aufser einer willkürlich zu bestim- 
menden positiven ganzen Zahl m, noch m-j-n-^-l, und also beliebig viele, 

0X28 

völlig willkürliche GröTsen a, a, a, a, etc. enthalten, so dafs er nicht 
blofs der allgemeinste Ausdruck für die Potenz (x-|-z)% sondern bei 
aller Allgemeinheft noch eben so einfach sein wird, wie es die New- 
tonsche Formel selbst ist. Es wird hier ein combinatorisches Theo- 
rem vorausgeschickt, worauf die Herleitung des gesuchten Ausdrucks 

r 

gegründet ist Es wird C eine aus den Elementen einer Scale A ge- 

bildete Combinationsklasse des rten Grades bezeichnen, wenn die Wie-* 
derholungen der Elemente in den Formen gestattet sind; sind diese aber 

verboten, so dient das Zeichen C\ Ich nehme die Reihe oder primitive 

eist ^ 

Scale a, o, o, a, etc., welche mit völlig willkürlichen Elementen be- 
setzt ist (für die Arithmetik sind ve Zahlen) und leite daraus beson^ 
dere Scalen her, die ich wie folgt bezeichnet 
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Ol \ ' . 

(2) = a, a^ 

(3) = a, a, ar, 



« 



«— 1 



(0() ac a^ üf üy • • • a^ 

Ol« n 114.1 n^^-i 

(/2+ä)s= lar^ tf, a^ . • • • 6^ i^r^ • • , , a^ 
Wird alsdann der folgende Ausdruck gebildet: 

(p(r,/2) 3= i$(— 1)«. C'. 6 conditione: (« + ß=:r), 

(n+a-i) in-^) 

in welchem « und $ veränderliQhe positive ganze Zahlen sind 9 welche 

der beigefügten Bedingungsgleichung «s-f*ß = r Geniige leisten und das 

dem allgemeinen Gliede vorgesetzte Zeichen 3 das Summationszeichen 

ist^ so ist immer: 

(P(t,n) rs=t Op wenn r>0. 

Denn für /* =i= haben wir offenbar (p (p, /i) = 1. 

Die Veränderlichkeit der Scalen (/z + a— l) und (^ + «)f die das 
allgemeine Glied aufweiset, macht einige Schwierigkeit, und es ist eine 
wohl ^u bemerkende Eigenthümlichkeit, dafs die Scale, woraus dieCom- 
binationsformen mit unbedingten Wiederholungen gebildet sind, immer - 
ein Glied oder Element mehr enthalten muCs, als die Scale, woraus die 
Combinationsformen mit verbotenen Wiederholungen zusammengesetzt 
werden *). 

2. 

Um den Beweis zu führen ^ bemerke man, dafs nach den Grund- 
regeln des Combinirens: 

C =t= C .+ a . ^ und 

(«+0) (i»+d-i) M-a 

ist, und dafs man aus diesen beiden Gleichungen das Element a eli- 
miniren kann. Die neue Gleichung enthält dann freilich dieses Element 



• ■ • • 

*) Über den hier vorkommenden Gebranch des Zeichens S s^he man Rothe^s Theo- 
rie eombinatotischer Integrale. Da aber nadti E ule rs Be^eichtiung Sy =2 j" -f*y -f* const. 
ist, so habe ich das von Rothe gebrauchte Zeichen 2 in 5 abgeändert. 
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noch; aber nicht mehr explicite. Dadurch erhält man: 

aß aß cf+i ./?— l «+i ß—l 

C . C Ä c^ . c — c . c + c . c, 

(n+a-i) (n+«) (n+a-») («4«-i) (n+a-!-i) («+«) (n+a) (n+o) 

und wird dieser Ausdruck substituirt, so ist: 

a ß A+» ß^l »+i ^— i 

(Prr,/i) = Ä(— 1)". C* . C +aS(_.i)«+^ C . C +iS(^l)«. c . c. 

oc+ß=2r «+/Ja=:r « + /J=;sr 

Wird er nun reducirt (man sehe die einfachen Regeln der erwähnten 
Schrift), so findet man: 

<p (r, /?):;= i5(—l)«. C. d cond, (ä + ß = r), 

(n+a— a) (n+o— i) 

Also : 

«I 

Man hat also [auch (Piryi)=:(p(r,n), und da C' nur noch eine einzige 

(a) 
O % % ff— f 

Combinationsform begreift, nämlich: aaOf... a, so kann der Rest des 
Beweises der Kürze wegen hier wegbleiben, wofern man aus der For- 
mel ^(/•,/2) = (P(r, 72-^1) nicht sogleich ^(r,/2) = (p(r,0) schliefen willi 

denn 0(r, O) ist offenbar ssO, weil C' = ist. 

u n-fi n-ft ^ «+« 

Zusatz* Nimmt man an^ dafs as=a=:a ••..'==a=o sei, 
so haben alle Glieder des Ausdrucks ^(r, /i) eine gemeinschaftliche Scale 

o 1 c n— 1 

(n) =;: a, <r, a, • . • , a mit n Elementen, und für diesen einfachen Fall ist 
die Wahrheit des Satros <P{r,n)sszO allgemein bekannt. 

3- 
Die bewiesene Formel kann auch also dargestellt werden: 

wenn wieder « -f~ ß = ^ die fiedingufigs- Gleichung istj denn es ist 
n-f-« — l^izn^r^^l — ß, und man hat also nur m für /i + r — 1 ge- 
setzt, welches, da n unbestimmt war^ erlaubt ist und die Allgemeinheit 
der Formel um nichts vermindert. 

Führen wir die folgende Bezeichnung eine ^ 

n OS f x-pt 

[xlö] = (x — a)(x — a)(x— o)... .(x — o), 
so ist bekanntlich nach den Elementen des combinatorischen Anaijsis: 



1. [x\a] es ^(—i)*. C\ x^^ 
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2. —— Ä iSC.x-"-«, 

und die Heihe (2.) bricht dann nicht ab^ wohl aber die Reihe (!.)• Durch 

diese Formeln sind die Producle [xjörj und ihre reciproken Werthe auf 
^Potenzen von x zurückgeführt. Daher wird man nach geschehener Um- 

n 

kehrung die Potenzen von x durch Producte von der Form [x|a] ausge- 
drückt erhalten. Für die Formel (1.) werden wir aber andere an die 
Stelle setzen; welche allgemeiner sind als sie* Dabei kommen aber die 
numerischen Facultäten in Anwendung^ deren Beziehungsart nach Van- 
d^rmonde gewählt wird^ weil sie vor der von Kramp gewählten viele 
Vorzüge hat. Es sei nämlich: 

[x,rf]=x(x-rf)(x-2rf)....(x-/2c/+rf) und M=^ ^^^aXaH-2d)....{a>hndy 
und wenn dzsz-^i isf^ so werde gesetzt: 

[x] = x(x-l)(x-2)....(x-«+l) und [«^] = (^_n3(^+2)....(^^„) » 

Die sogenannten Permutationszahlen sind zwar ebenfalls Facultäten } aber 
für sie sei des häufigeren Gebrauches wegen noch einfacher: 

0' = 1} 1-±=1; 2'=1.2} 3' = 1.2.3} also «' = [«] ='[l,—l*]=—-. 

4. 
Nehmen wir nun nach diesen Vorbereitungen die folgende Scale 
zweitheiliger Elemente : 

Ott "- m-x 

(x,m)ss=:(x — a), (x — o), (x — c), . . • • (x — a) und daneben noch: 



o X a m— 1 



(/7f ) sss a f a a • • • • a ^ 

so haben wir die beiden Formeln: 

3. c= i!^.K"— f!2:::lJ.C^x»-^...+(— i)«L:!^4t-^'''K''"""-'+(~i)"-^''»' 

C*,m) n' (« — 1) (m) (n — «)' („) (m) 



it I n-x n-a 



4. c^=2ll!b:ß.x-—l^i±li;^. dx"-\«.+(--i)«&2+5iy .dx''-^M.+(— 1^^^ 

Cx,m) n' («_!)» (^j ' (n — ay (m) (m) 

Man kann diese aus den Formeln (1. und20 leicht herleiten} man kann 
sie aber auch unmittelbar aus den Gesetzen des Combinirens finden^ wo- 
bei dann der Gebrauch der ungeschlossenen Reihe (2.), welcher anstöfsig 
sein könnte, unnothig ist Die Formel (4.) findet man endlich auch in 
f^Dissertaiio analytica de functionibus fuibusdam symmetriciSf auctore 
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n 

J, F. Posselt/' aug eineqt) analjrtischen Ausdrucke für C sehr einfach 
hergeleitet. 

Diese beiden Formeln sind sich nun^ wie man sieht^ sehr ahnlichf 
und sie gestatten eine Reversion^ wobei das früher bewiesene combina- 
torische Theorem (p(r,n)=:0 in Anwendung kommt. Es hilft aber die 
Bemerkungi dafs es nur nb'thig ist^ die eine dieser Formeln umzukehren; 
das Resultat stimmt nämlich mit der Formel ^ welche durch die zwjeite 
Reversion gefunden wird^ im We^en iiberein« 

5. 
Nehmen wir also die Formel € = 5(--l)«fcl^.C'.x'*-% um 

(*, w) C'» — ^J (m) 

n-a 

sie zur Reversion geeigneter zu machen. Weil nämlich ( — 1)'*"% /^^ y 
= [-^m-f-;2 — 1] ist,. so erhalten wir, m-J^n gtalt m setzend, weil ohne- 

n 

hin C* =0 ist', wenn n^m: 

Multiplipiren wir diese Gleichung mit ( — l/. U upd setzen wir dann 
a für /2, so giebt eine Summation nach der Bedingungsgleichung » +3= ^ • 

(jf, m+c) (m+a+x) (« T) («+«) (m4<i+i) 

Führen wir zu grösserer Deutlichkeit auf der rechten Seite eine neue 
Veränderliche a — y = 5 ein und setzen wir zur Abkürzung /w + » = /*, 
so ist, wenn wir a eliminiren, a?=:y-|-J und /5A = /w+3'+7* also 
y + J+,G = /7, und daher: 

ix.nuira:) (m+a+i) Ö (^j („^jj 

Kun sind aber in Anwendung des Theorems (p(/2 — S, /7i + 5-|-l) = o 

die Coefficienten von t — y, — ^.o:- für die einzelnen Werthe 5^5=0,1,2,3, 

etc. gleich Null, wobei nur der für fc=/i, also für ßs=:y = o ausge* 
nommen und =1 istj also hat man 
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[— /W_l].x' 



<5ond. (Ä + ß=sr), 



Multiplicirt ir^an auf beiden Seiten mit ( — 1)% setzt dann x -f- z fiir x 

und r—a für x-^a; anch — a für x-^äs — ö für x— «i u. e. w., 00 
hat man den allgemeinsten Ausdruck für {op — z^i nämlich; 

01a .jn4<^r-l 

E6 ist dann aber die Scale (5s,i7i+«)5=(?i — c), (äi— c), (z — c) ..•. (z— a ) 

und (x,m+«4-l)s=(x+c), (x+a), (x+o) •...(x+ a ), 
so dafs also die zweite Scale ein Element mehr enthält als die erste. 
Der Ausdruck enthält überhaupt die folgenden ersten Elemente der pri* 
mitiven Scale: 



5. (x + zy 



cond. (flft -f- ß = n)s 



Of a, a» • • • 



Om Om • • • i a 



deren Menge =m + '^+l> und da m 'willkürlich ist, also ebenfalls willr 
kürlich ist. Diese Elemente können willkürliche Werthe haben und kön- 
nen selbst einzeln oder sämmtlich I^uU sein. Jn dem Falle aber, daA 
einige dieser Elemente gleich sind, werden auch eben so viele Elemente 
in jeder der beiden Scalen (z, /w+a) und (x,m4-«+l) einander gleich 
und man hat sie dann aber gleichwohl so zu behandeln^ als wären eie 

Terschieden. Einfacher wird der Ausdruck e,. B«, wenn a 



m— X 

9 



• • • 



vn-f i 

: a . 



• • • 



O gesetzt wird. Werden alle Elemente = O gesetzt, so er- 
hält man die Newtcnsche Formel, wenn auch nicht in der einfachsten 
Gestalt $ diese findet man dann fi|r /7i = 0« Wird m=:0 gesetzt^ so er^ 

a a 

halten wir, weil C* z=z[z\a] ist, die specielle Formel, aus der wir die 

(C,cr) 

Summationsformeln des Herrn Steiner herleiten werden. Da die all- 
gemeine Formel (5.) zu einer Reihe interessanter Folgerungen Anlab 
giebt, wir aber hier der Kürze wegen darauf nicht eingehen wollen, so 
wenden wir uns zu der Herleitung der erwähnten Summationsformeln, indem 
wir in derThat msso setzen und dadurch die folgende Formel erhalten: 



j6. (x +• z) 



^ = *s d : 



<x, «+») 



[z\a] cond, (« + ß = 72). 



6. 



. Wir 'müssen aber von der Allgemeinheit der Formel^ (6.) noch 
einiges fahren lassen, wenn wir die Formeln des Herrn Steiner finden 

Grelle'« Jonrnal a. M. V. Bd. 4. Hfl. 52 



I 
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wollen, und x = setzen. Setzen wir sugleich a=sOy so baben wir: 

ß . a 

x'» = SC.[z\a] cond. (a + ß = 72), 

(er) 
1 tt 3 « . - 

und es ist dann (a) = (a^a^ a, .. ••o) die Scale. Nehmen wir femer 

t « 3 «r ^ 

z = x", Ä s= 1*, a = 2% a =5 3*, . . . . a", so ist : 

[x|c] =x^x+ iXx— l)(x+2)(x— 2) .• . . (x— a+l)(x4-«— 1) = x. [x+ä— 1] , 
nnd also: 

7. X»«-* =1 SC. [x + « — iT cond. (« + ß = /i)- 

(«) 

Wenn wir aber, statt durch x auf der linken Seite zu dividiren, mit 
x = (x-{-^) — ^ Auf der rechten Seite multipliciren , so erhalten wir: . 

jß aä ia^i 

8. x^ n= 4SC;{[x + a]— a.[x + «— 1]} cond. (« + ß = /r) 

C*) 

eder x^ = iS6'{[x + a — i] + a[x + a — 1]|, 

(«) 

und aus diesen Formeln finden sich die iea Herrn Steiner^ unmittel- 
har. Da nämlich allgemein; 

n n-i 

A [x, Ax] == n • [x, Ax] . Ax, ähnlich mit 5 x** = n . x^\ dx. 



n r n-r 



A''[x,Ax] =[ai].[x,Ax],Ax'', ähnlich mit ^ d\o^ =s [/i].ac*-^.da^,' 
S [x^AxjAx = [x,AxJ , ähnlich mit fos^dx =s -jjry 

_2;''[x,Ax]Ax^ = [/5.[x,Ax7l ähnlich mit /Vax^= [/i].x"+% 
welche Formeln ich beiläufig zur Rechtfertigung meiner Bezeichnung 
der Facultäten aufstelle;; da ferner allgemein; 

X 

Sq)x = 2<px + <px-(- const, 
mid alse^r 

•S[x,Ax] = [x+ Ax^ AxJ , 
wie auch i^*)^ ^ 

J^[x,Ax] =-tflr+rAx,A:^.i^, 

ist, so giebt die Anwendung dieser Formel auf (7.), wobei Axssi ist, 
auf der SteHe 

9. /"x*^» = 4S(f[2a;— iY.[r+r+«~l)^"* cond. (a + ß = ;i). 

hierin n^\ für ^ gesetzt, so hat man die Forowl III. , woron die 



37. Gud ermann^ JBeweis der SummaHontformeln Band 3. He/iZ 5.207« 409 
< 
Formel L ein speoieller Fall ist. Unser« Formel (8-) giebt eben so« 

10. iS'^x*"=(5C[2«].[x + r + «— 1] }.(x + ir) cond. (a+ß ä 72). 

Wird auch hierin 114*1 für n gesetzt ^ so hat man die zw beweisende 
Formel IV. ^ wovon die Formel IL ein specieller Fall ist. 

Die Umkehrüng der Formel (2.) giebt aber die neuQ Formel: 

11. X-» Ä Si—iy. C'.-i-y. cond, (ßasn«), 

welche ich nur der Vollständigkeit wegen hierher stelle. Man könnte 

auch in ihrx+x für z, dann — c fiilr x — o; — a für x — a; etc. wie 
vorhin setzen und erhielte dann für (x-f*^)^" eine ins Unendliche fort- 
gehende Reihe>i 

7, 
Der Beweis der Summationsformeln des Herrn Steiner forderte 

eine nähere Bestimmung der Elemente a, a^ a, etc. ; statt derselben setzen 

wir nun aber m der Formel (1.) assO^ a=zdp a = 2d, .... allgemein 

az=za.d, und erhalten: 

[x, rf] = 4S(— l)«C'.rf«.x^^, 

(n) 

a 

und es ist die Scale (n) =0, 1, 2, 3, ... . (/i — l). Wir setzen C" = +"/. 

Ol 9 

In der Formel (2.) setzen wir a = — rf, = — 2rf, = — 3rf, etc. 

a 

allgemein a = — (a^l)d, und erhalten dadurch: 

[x, df = *S (— 1)« C. rf«. x-»-», 

(n) 

die hier vorkommende Scale (n) ist 1^ 2, 3, • ... /i^ und indem wir 

a a 

Cssi-rlf setzen, finden wir dafs die Formel 

(») r r r-i 

12. '^''fz=z^f+n.^f 
immer richtig ist, es mag n positiv oder negativ sein. Daher ist auch 
immer: 

13. [x, rf] = iS (— 1)" "/. d\ x»-^, 

52* 
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es m«g n positiv oder negatir seht. Diö umgekehrte Formel ist eben 
60 aUgemeiDr 

^ a n-ci 

14:. a^==: AS--'/.[aT,rfJ.d«, 
«nd die Beiden Formeln brechen nur dann ab, wenn n eine positive 
{anse .Zahl ist. Man kann dann dieselben auch so ausdrücken r 

aß } cond. (a-f-ß'=«/. 

In Anwendung der leisten Formel erhält man s. B. auf der Stelle; 
1» + a"Hr a" h X» = ix" = ^-^[x+ 1} cond. (« + (J=ff) 

imd 5^x" = 3 •■^/[ßT.[x+ r]' cond. («+ß=/r); 

X 9 t 

Die Functionen % "f, V etc. können auf viele verschiedene Arten 
durch n ausgedrückt werden,, so dafs man ihre Werthe auch dann, wenn 
A keine ganze Z^Jü ist, au berechnen vermag '*^)iK 

8. 
Wenn man (allgemeiner J zur Scale nimmt (n)z=za, a^^d^ a— 2rf, 






r... («— /jrf-f-rf) und C* mit [a,d] bezeichnet; Jann £ur Scale nimmt: 
(— 72)=: — (ö-fcQ, — (ö + 2rf), —(a^3d)y....—(a + nd) und die Com- 



r -» 



binationsklasse C mit [<7,</X bezeichnet,, so findet man die folgenden drei 

Fundamentalformeln: 

15. [« + rf,«/] = [<r,rf] + (a + rf).[ff, rf], 

f 6. [ff, dl = fc, df + (a -^/2 d + d) . K dl 

r 7f f* n r-t n-v 

wefche ebenfalls immer richtig sind, es mag n eine positive oder auch 
negative ganze ^hl sein, und man findet aucL: 



*) Die Werthe von -"/> unter der Annahme daß n eine ganze ZaBl sei, fin- 
det man am* weitesten hin berechnet in einer Inaugural - Dissertation des Herrn 
Professor S c h e r k , worin aber das durch die Formel ( 12. ) gegebene Gesetz 
nicht Bach seiner ganzea Allgemeinheit ausgedrückt ist* In den beiden TabeUeo^ 

welche sich eigentlich zu einer vereinigen miÜstea^ hat man also '^C^'H)/*fur C^ und 

-y für 'C zur Überschrift zu nchmeiU 
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tg. (—!)'•. d^.=^/= [a, d\ für « = 0, 
i^oraus man ersieht^ dalä die g^egenwärfigcln GrSHsen irirkKch aügemei- 

ner'dnd, als die Gro'lsen: ^f. 

Die Formel (17.) hat^atn meisten Äbnlrchkeit mit der die Facul- 
täten betreffenden Formel: 

Trelebe ebenfalls sowohl für positive als für negatire Wertbe Ton n gilt. 
Au» der Formel (17.) leitet man leicht die folgenden her: 

19. A[x,Aä] SÄ 72. [x^AxJ.Ax, 
20; A'^[x,Ax] qF[/2].[x,Ax],Ax'y 

' m n m+i Ji+i 

21. 2[x,AxlAx Ä [x> A x] + consl. 
Also 



«••1 



je m n m-)rx n-f i ift i» 

*S[:p,Aä'}Aä? =s; [x,Ax]^-f'(« + l)Ex,Ax].Ax + const.^ 

oder auch 

iS [j?, Aa;] Ax =Ä [x-f* Ax,Ax] -f- c<^net.^ 
und alsor "+* -, 

22. ix^rd,d]...^[x^d^] + lx^d,d]+[x,dl::>^^^^ 

diese Formel versagt für ns±z — ij, übrigens gilt sie fUr jede positive 
und auch negative ganse Zahl n^ Wenn /^ = -^i ist, so hat man ei^ 
gentlich eine Reihe gleich hoher Potenzen gleichunterschia^ener Zahlen 
zu addiren. Die für diesen Fall anzuwendende Formel leitet man leicht 
au« der f'ormel (1'4.) ber^ 

Wen» to«h die'Formeln (3-. uad4.) yet'nimmt, s* Yeremigen stv 
sicli« SU einer einsigen, nämliok cur folgenden : 

Setzt man hierin :r=so> so findet man noch:^ 

24; iz,(q,^ sx---iy[n^Q%^f.d^.zf ctod. («+ß=iw). 

Nach dieser Formel kani^ man die Combinationsklassen gleichunterschie^ 
dener Zahlen be^em berechnen^ und man kann die Rechnung immer 
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so einrichten, i&h keine aubtractire Glieder Torkommen. Will man 

z. B. die Klasse [15], für welche ds=i ist, berechnen, sq wird man 
die Formel also stellen: 



und hat dann, weil /n = 5, nzsi9t a = 7 ist, die folgenden Zahlen: 

1 . 67284 . • 1 ..... « 67284 



5 . 22449 ., 7 . , 

15 , 4536 . 49 . . 

35 . 546 . 343 . . 

70 . 36. 2401 . . 

126 . 1 . 16807 . . 



• • 



, . = 785715 

3333960- 

6554730 

6Ö50520 

2117682 



• * 



Summe s^r 18909891 = [15]. 
Aus der Formel (23.) schliefst man auch noch als höheres Differential ; 

Also £• B. für r = 1 : 

m n m-i n 

d\Xyd} SS (/i — W+l).[j?, rfj.öjf. 

10. 
Eine Spdcialisirung der Formel (5.) führt «a der neuen Formel: 

26: (x + z)«=:/2'.[m].i5(-.iyfr,rf ] . [z~rf, rf ] cond. (« + ß = Ä), 
welche ebenfalls für jeden positiven oder negativen Werth von rh gilt. 
Ein specieller Fall hiervon ist; v 

27. ö** = n'[m\.S-'^Pf[a, d].d'^ cond. (« + ß = n). ' 
Auf allgemeineren combinatorischen Beziehungen, welche in die- 
ser Abhandlung nicht vorkommen, beruhet die folgende Formel: 

28. [^, rf] = S[Xyd].[x-^md] voonde (a + ßssr), 
in welcher m und n willkürlich positiv oder auch negativ sein dürfen, 
aber r eine positive ganze Zahl ist. Man wird aus dieser Formel durch 
Differentiiren leicht mehre andere herleiten* Da endlich allgemein : 

ist, so findet man auch noch: ' "" 



n a r-ff n-a 



29. r*+ *, ^} = «s w . f «•, rf ] . r«, d j, 



/ 
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welche Formel ebenfalls für jeden positiren oder negativen Werth von 
n gut, und immer abbricht 
Man hat z. B. 

r n m r^ m 

{X, — 1} = »S[«]— /.[*» — l]r 

t 9 § 9 ^ , . f 9* 

und da [15] ss [7,-1] ist, so haben wir bei der Berechnung von [15] 
nach dieser Formel folgende Zahlen : 

1 . 67284 . 1 = 67284 

9 . 6769 . 7 CO 426447 

36 . 735 . 56 . . , . ..= 1481760 
84 • 85 . 504 . . . . . = 3598560 

126 . 10 .' 5040 Ä 6350400 

126 . 1 • 55440 .... . = 6985440 

Summe = 18909891 = [15] 
und dieses Resultat stimmt mit dem Torigen völlig überein. 

Die Einfachheit und Allgemeinheit dieser Formeln macht sie eini-. 
ger Aufmerksamkeit werth, und ich habe sie darum hier aufgestellt^ 
obgleich sie mit den Formeln des Herrn Steiner fast nichts als ihren 
combinatorisshen Ursprung gemein, haben« 

Was endlich die höheren Differentiale ganzer Combinationsklas- 
sen betrifft, so hat man auch noch allgemeiner die beiden Fornaeln^ 

(op, m) (.<■, m) 

und es können daraus die höheren Integrale geschlossen werden , nur 
dafs auch dabei Fälle sich finden, in welchen die allgemeinen Formeln 
Torsagen» 

Cleye, im Februar 18291 

I 
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£laige Nachrioliten von B&oherii# 

t, ,, rlec^ftsion des Lehrbegriffs der höhern Körpe)rlehr9 vjoa Herrn 
rrof. Lubbe. XIJ und 2Ö5 S. Berlin bei Riemann, 1828. gr. 8." Verfafst 
und eingesendet von Herr|i Mpritz I^artscher «u Berlin. 

Dieses Buch verdient schon darum Aufmerksamkeit , weil es einen wlchtlgeni 
echtylerigen ]and noch wenig untersi^chten Theil dßr höheren Mathematik liehajideU« 
Die folgende karze Übersicht des Inhalts dUrfte daher nicht unwillkommen sein» 

No. 1. bis 9. handelt von einigen allgemeinen Sätzen der analytischen Körper« 
lehre, von den Linien dpppetter Krümmung, von der Berühning der Flächen, yon der 
Krümmungs-Kugel« Man findet hier was durch die Arbeiten Tornehmlich von Monge 
und Lagrange bekannt ist, in gedrängter Kürze zusammengestellt. 

In No. 10. bis 14^ werden die Gleichungen behandelt^ wislche sich aus der Be- 
frachtung der eingehüllten und einhüllenden Flächen ergeben. Pie überall (yornehn^ch 
in No. 14.) hinzugefügten Beispiele und Hinweisungen auf die Geometrie, wie aach 
die Bezeichnung, deren sich der VerL für die Gleichungen bedient, kommen dem Vor- 
irage sehr zu Hülfe. Die sorgfältige Unterscheidung der drei Formen des allgemeinen 
Integrals, in Beziehung auf die eingehüllten und einhüllenden Flächen und auf die er- 
äugende Curve, giebt d^^ n^chfolgendeo Untersuchungen noch mehr Deutlichkeit. 

In No. 15. und 16. werden die totalen DilTeren.tlal-Gleichungen der ersten Ordnqng, 
welchen nur eine primitive Gleichung zu Grunde liegt, und in No. 17. u. 18. die pardd- 
Ißn DüFerßntial- Gleichungen der ersten Ordnung integrirt. Die Hinweisungen auf seine 
früher erßcliienene Schrift über den höheren Calcul hatte der Verf. yielleidit vermeiden 
können. Sie sind hin und wieder etwas störend, wie z. J3. in No. 17. im Anfange* 

In Nop 19. werden dje Bedingungs- Gleichungen gegeben» unter welchen eine 
partielle DUTerential- Gleichung der ersten Ordnung mit einer unbestijqomten Function, 
integrirbar ist; und dann erst in No. 20. werden die totalen büFerential- Gleichungen, 
m flohen 2wei nrimitive Gleicliungen zum Grunde liegen , integrivt 

])Iit No,2l. geht der Verf. zu den partiellen Diflerential- Gleichungen der zwei- 
ten Ordnung über und untersucht hier zuvörderst ihre Entstehung durch Elimination 
der unbestimmten Functioneq. Was in No. 22. upd No. 23. j[. über die Entstehung 
der partiellen Differential ^Gleichungen der zweiten Ordnung durch Elimination von 
willkürlichen und von beständigen Gröfsen beigebracht wird, verbreitet viel Licht fiber 
die Natur der partiellen DüTerential- Gleichungen iiberhailpt. 

Die in No. 23. II. angeslellten Untersuchungen .über die Besti^nmung der unbe- 
stimmten und willkürlichen Functionen sind auf den Fall beschränkt, dafs die Func- 
tionen einerlei Grundgröfsen haben» Es wären auch die von Laplace und ande- 
ren, Matliematikern über diesen Gegenetand, für den Fall dals die Functionen ver- 
ficlüedene Grundgröfsen haben, gegebenen Resultate zu wünschen gewesen. , 

In No. 24. betrachtet der Verf.^ a(s Anwendung des bisher von ihm Vorgetrage- 
nen, mehrere besondere Fläclien. 

No. 25. bis 29» handelt yon der Integration einer partiellen DiiTereutial-Gleichuns 
der zweiten Ordnung und des ersten Grades^ welche das erste Integral P — •/(()) = Ö 
hat, wo jP und O Functionen von ar, y^ z, p, q sind. In No. 25. werden die zu die- 
ser Integration führenden, vom Verf. mit {k) bezeichneten, partiellen DiiFerential- Glei- 
chungen, welche der vorgelegten überhaupt zukommen, vermittelst der Elimination 
abgeleitet. Nach einigen in No. 26. und 27. enthaltenen näheren Bestimmungen der 
Gleichungen {k) setzt der Verf. in No28. seine Integrations- Methode vermittelst der 
genannten Gleichiingea umständlich auseinander und giebt darauf in No. 29. die An- 
wendung dieser Methode auf mehrere Gleichungen. 

Die gewölmliclie Methode, die partiellen DüTerential-Gleichungen der zweiten Ord- 
nung und des ersten Grades zu intcgriren, beruht bekanntlich darauf, da(s man aus 
drei gegebenen totalen DüFerential- Gleichungen» zwei primitive Gleichungen abzuleiten 
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iuchti welches im Allgemeinen erfurdert, dab xnan swlschen den drei totalen DiiTeren« 
tial- Gleichungen zwei der fünf veränderlichen or, y, £, p^ g forlschaiH, um dadurch 
eine totale Differential -Gleichung von drei Veränderlichen zu erhalten, welche ent* 
weder die verlangte primitive giebt, oder einen Widerspruch zeigt, je nachdem die 
vorgelegte ein erstes Integral von der oben angegebenen Gestalt hat, oder nicht. Der 
Verf. dagegen integrlrt zuvorderst eine der Gleichungen (A:) wie eine totale Differen- 
tial-Gleichung der ersten Ordnung und des ersten Grades > blob in Bezug auf zwei 
Veränderliche und führt in das Integral wieder andere Functionen ein, welche man,' 
zum Unterschiede von den willkürlichen uud unbestimmten Functionen, allgemeine 
Functionen nennen konnte, da man bei ihtien nur die VerSuderllchen , von welchen 
sie abhängen, kennt. Sodann differentUrt er das gefundene Integral in Bezug auf alle 
darin vorkommenden Veränderlichen uud loset auf diese Weise neue Bedingungs-Glei- 
chungen ab, mit welchen er wie vorbin mit den Gleichungen (Xr) veriahrt. Das zui^ 
letzt gefundene Integral von einer partiellen Differential -Gleichung der ersten Ordnung 
und des ersten Grades, mit einer unbestimmten Function, ist das gesuchte. In dem 
Falle nun 9 d^fs die vorgelegte kein erstes Integral von der oben gegebenen Gestalt 
hat, zeigen sich die gefundenen Bedingungs -Gleichungen unzureichend oder einander 
widersprechend. Der Verf. führt folglich die vorgegebene Integration zurück auf die 
von totalen Differential Gleichungen der ersten Ordnung und des ersten Grades mit 
zwei Veränderlichen, und von partiellen Differential -Gleichungen der ersten Ordnung 
und des ersten Grades. Weiterhin in No. 42. zeigt der Verf. die Anwendbarkeit sei* 
'ner Methode auch auf partielle Differential -Gleichungen der dritten Ordnung und des 
ersten Grades. Auch versucht der Verf. in No. 39. die Aufßndung der ersten voll«- 
ständigen Integrale nach seiner Methode mit allgemeinen Functionen; er bedient sich 
hierbei einer Schlufsweise, welche man auch in anderen SchriAen findet. So vergleiche 
man z. B. No.39. P. 221. Z.21. mit Laplace M^c. cä. T. 1. P.142, Z.6. Übrigens 
hat der Verf;. wohlgethan^ die Anwendung seiner Methode in No. 29. an den vier 
ersten Beispielen und in No. 39 am ersten Beispiele umständlich zu zeigen. 

Nachdem die Methode der No. 28. auf die partielle Differential -Gleichung, in 
welcher auch p, a vom ersten Grade sind, in No. 30. bis 32. angewendet worden, wer- 
den in Jüo. 3a. bis 36. die partiellen Differential -Gleichungen der zweiten Ordnung 
und des ersten Grades, bei welchen die Gleichungen ilz) sich unzureichend zeigen, be^ 
trachtet. Die Analyse, deren sich der Verf. hierbei in No. 34. und 35. I. bedient, 
macht zwar die Transformation der Veränderlichen entbehrlich (wie man hei der in 
No. 34. B. 1. behandelten Differential -Gleichung, welche Monge und Legendre ver- 
mittelst der Transformation integrirt haben, sieht): sie giebt auch eine gröfsere Allge- 
meinheit als diese Transformation, ist aber wenigstens für Anfänger^ für welche das 
Buch ebenfalls bestimmt ist, wohl zu schwierig. Es wäre zu wünschen gewesen, dafis 
der Verf. diese Untersuchungen, welche für die Gleichungen mit drei Veränderlichen 
von so, grofs^r Wichtigkeit sind, nidit nur umständlicher ausgefülirt, sondern audi über- 
all an seine in No. 28. gegebene Methode inniger angeschlossen hätte^ so etwa wie es 
bei dem in No. 36. betrachteten Falle geschehen ist. Dadurch hätte das ganze Buch 
an Einheit des Vortrages nur gewinnen können. So hätte der Verf. die üi No. 32. ange- 
stellten Untersuchungen aus seinem Verfahren No. 34. u. 35. I. ableiten kSnnen, da die 
Integrations-MeihodederNo.28. die Grundgrolsen für die inNo.32. betrachteten Gleichun- 
gen angiebt. Um nur an einem Beispiele die behauptete Möglichkeit zu zeigen, hat man: > 

für die Differential- Gleichung r — t 2 = 0, aus No.29. B. 6. y-j-a7=a, y— a?=/?. 

Sieht man nun in der Gleichung (a) der No. 35. 1. , er und h als Functionen von o und 
/9 an , so erhält man, in Verbindung mit der vorgelegten und mit Hülfe von No. 34., 
leicht die drei in No. 37. p. 211. aufgestellten primitiven Gleichungen, aus welchen 
das in No. 32. B. 3. gegebene allgemeine Integral folgt. 

Nachdem der Vert in No. 37. eine Übersicht der verschiedenen im Vorlierge- 
henden erhaltenen Formen der Integrale gegeben hat, spricht er in No. 38. bis 40. yoq 
den ersten vollständigen Integralen der DUFerentifil- Gleichungen der zweifen Ordnung 
r>fllo^ Jiwrnal d. M. V. Bd. 4.ITft. 53 
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und QDtenucht ftodaDn i&No. 41* bis 44. die partiellen Differential- Gleichungen der iiiii^ 
ten Ordnung and des/ ersten Grades. Es wäre za wünschen , da£s der Verf. bei die« 
sen Untersuchungen ausführlicher gewesen wäre und mehr Resultate von der Art| wie 
^e in No. 44. II. gegel)en hätte. 

Die No. 45. » welche von den totalen Differential^ Gleichungen handelt, zeigt dettt- 
licbj wie wenig man bis jetzt die Gleichungen dieser Art zu bdiandeln im Stande ist. 

Die Bezeichnungen, welche der Verf. für die Dlfferendal-CoeiScienten gewählt 
hatj sind dem Vortrage^ vornehmlich in der zweiten Hälfte des Buchs, forderlich« Das 
Gegentheil kann man aber wohl von den Abkürzungen einzelner Wörter behaupteB. 

2. Memoire sur les roues hydrauliquea ä aubes courbeSp mues par 
dessous. Par M. Foncelet. A Metz 1827. 

Diese Abandlung enthält eine interessante Anwendung des Prindps der lebendigen 
Kräfte auf die Schaufelung unterschlächtiger Hader. Bisher liefs man das Wasser, nacbdeiit 
es den Stofs auf die Schaufeln vollbracht, mit ungenutzter Geschwindigkeit wegfliefsen s 
Herr Foncelet sucht die auf solche Weise verloren gehende lebendige Kraft für den 
Betrieb des Rades zu gewinnen, indem er das Wasser, welches aus der Sdiiitzöffnong, 
beinahe in der Richtung der Tangente des Rades, stürzt, in gekrümmte Schaufeln tre- 
ten läfst, deren erstes Element den Umfang des Rades tangirt. Hierdurch wird zunächst 
aller Stofs vermieden, und das Wasser erhebt sich längs dieser Gurve bis zu einer 
Höhe, welche dessen relativer Geschwindigkeit angemessen ist. Nachdem es diese er* 
reicht hat, fällt es in der Schaufel wieder zurück und erlangt dieselbe relative Geschwin- 
digkeit, aber in entgegengesetzter Richtung, wieder, und die Einrichtung des Gerinnes 
ist so, dals die Schaufel sich augenblicklich leert. Ist nun V die Geschwindigkeit des 
Wassers vor seinem Eintritt in die Schaufel, v die gleichförmige Geschwindigkeit 
des Rades, so steigt das Wasaer mit der relativen Geschwindigkeit V — t; bis zu ei^ 

ner Höhe ^— ^ — ^ und wird beim Hinunterfallen in der Curve die relative Geschwin- 
digkeit F'— v, aber in entgegengesetzter Richtung wieder erlangen. Also ist die ab- 
sdute Geschwindigkeit V — 2i;, und diese mufs, wie man weils, Null werden^ wenn 
von der lebendigen Kraft nichts verloren gehen, oder wenn dieselbe von der Arbeit 
am Rade durchaus erschöpft werden soll. Diese Bedingung wird durch J^ss2i; er« 
füllt, oder der Effect = 1, wenn die Geschwindigkeit des Rades halb so grob ist, als 
die Geschwindigkeit des Wassers vor seinem Eintritt in die Schaufel« Unbedingt fin- 
det das allgemeine Frincip der lebendigen Kräfte hier seine Anwendung, wie überall, 
wo nicht allein vom Stolse elastischer Massen, oder von gleichförmiger Bewegung eines 
Sjstems von Massen überhaupt die Rede ist, sondern auch, wie hier, durdi allnuOig 
veränderte Bewegung eine gewisse Anfangs - Geschwindigkeit periodisch wiederkehrt. 
Denn die Anfangs- Geschwindigkeit des Wassers war Null; es hat beim Anstiitt ans 
der Schützöffnung die seiner Fallhöhe JET angemessene Geschwindigkeit V erlangt, 
welche durch die Bedingungen desSystems, ohne Stofs, and allmälig wieder zu Null 
wird; also ist die Wirkung dieselbe, als wenn das Rad durch den constanten Drack 
einer Wassersäule H in Bewegung gesetzt würde. Herr von Langsdorff verwirft ia 
seinem „neuen System der Maschinenkunde" I. B. 2* Abth. £• 658. dieses Frincip 
und dessen Anwendung auf die Foncelet sehen Räder und will es nur für den Stoft 
elastischer fester Körper gelten lassen. Diese Einwürfe berechtigen indessen zu keiner 
besondem Widerlegung, da eine solche den gröfsten Theil der erwähnten Maschinen«* 
künde zu umfassen haben würde, und also vorbehalten bleiben mufs. Das eben ist 
die grobe Bedeutung des allgemeinen Frinzips der lebendigen Kräfte bei der 
Bewegung der Maschinen, dafs man ohne mühsamen Calcul, durch unmittelbare An* 
schauung, den Effect einer Maschine zu beurtheUen im Stande ist; demt zu keinem 
andern als dem obigen Resultate würde man gelangen, wenn man die während des 
Heraufbteigens und Herabfallens des Wassers in der Schaufel wirkenden, aus Schwung- 
kraft und Schwere zusammengesetzten variabelu NorolalkniDte, nachdem sie in die 
Richtung der Bewegung des Rades zerlegt worden, integrireA und daraus zugleich die 
Indifferenz der SchaufeUbrm abstrafairen wollte. 
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Carnot war wohl einer der ersteiii der in 8einem\f Essai sur lesMachine»^^ idef^ 
auf «nimerksam machte. Navier^ de Coriolis, Fetit, Burdin, und endlichPonce- 
let, haben, in/den practischen Sinn dieses Trinzips eingehend, dessen ungemeine Frucht- 
barkeit anerkannt und bethiitigt, und dadurch eine gänzliche Reform der Maschinen- 
Lehre vorbereitet*)* 

Ist die Theorie des Ponceletschen Rades festgestellt, so miifs im Memoire 
selbst nachgelesen werden, wie^ durch mannigfaltige Umstände der Effect desselben auf 
0,67 oder 0,6 herabsinkt, was immer noch mehr als das Doppelte des bisher geleist^* 
ten Eiiects beträgt. Diese Umstände sind mit des Verfassers gewohnter Fräcision eot« 
wickelt und gesondert« Erfahrungen und Versuche mit Modellen und im Grolsen be» 
stätigen und modificiren die Theorie und die bisher gebräuchlichen Coefßdenten; aber 
imtner findet man die Gründe der Abweichungen entwickelt und nachgewiesen. Vieles, 
was nicht zum Ressort dieses Journals gebort, aber fiir den Techniker überaus wich- 
tig ist, ist in diesem Memoire enthalten, das sich auf diese Weise zu einer der be- 
deutendsten Erscheinungen in diesem Gebiete gestaltet, und zeigt, wie Herr Fonce* 
let auch auf practiscbem Boden so ganz seinen Stoif zu beherrschen yersteht. 

j^otsdam im Januar 1830. M. H» Jacobi« 

3. Das Lehrbuch der Geometrie rom Herrn Prof. Försteman zu 
Danzig, wovon die beiden ersten Bände erschienen sind, zeichnet sich durch Eigen- 
thiimlidikeit und Reichhaltigkeit aus. Es> scheint zwar kein eigentlich systematischer 
LehrbegrüF für Lernende sein zu sollen ^ indem es, besonders im Anfange, die Sätze 
ohne Beweise, nur wie erzählnngsweise giebt , auch ein grofser Theü des Buches im« 
ter die Rubrik „Vermischtes, Anhänge, Zusätze" u. s. w. gebracht ist; desto nützlicher 
aber dürfte es Lehrern und Denjenigen sein, welche in der Geometrie schon einigen 
Grund gelegt haben ; denn es beherrscht sichtbar seinen Gegenstand, bebandelt ihn mit 
Tieler Eigenthumlichkeit und eigener Kraft, geht über das Gewohnte hinaus, woran es 
bei so yielen Wiederholungen der Elemente wohl Noth thut, und giebt auch Ton 
neuem geometrischen Untersuchungen Machrichten und Kenntnifs. Die Schrift verdient 
daher alle Aufmerksamkeit; denn auch sie vermag dazu beizutragen, in Deutschland, 
dem allgemeinen Verkehre mit der Mathematik zu einer etwas mehr aus dem gewohn* 
ten Kreise herauszutretenden, frejLeren. Bewegung zu verhelfen» 

4« Ein recht verdienstliches Unternehmen ist unstreitig die deutsche Übersetzung, 
welche der Herr Professor Salomon zu Wien, Verfasser eines ausfuhrlichen Lehr- 
buches der ebenen und sphärischen Trigonometrie und verbesserter marthematischer 
Taffeln> von Eulers Integral-Rechnung liefert, wovon bereits SBände in Octav-* 
Format erschienen sind. Das Studium der Mathematik v?ird zuverlässig bedeutend 
gewiänen^ wenn man den Lernenden die classi sehen Quellen durch wohlfeile wört- 
liche Übersetzungen zugänglicher macht. Denn kein Gommentör, keine Nachbildung^ 
keine Bearbeitung eines Originales kann so wirksam sein, als das Original selbst^ Li 
verändertem Gewände erscheint selbst das Wesentlichste zuweilen entstellt, Vieles 
entweicht mitcr der Bearbeitung und nicht immer bleibt der Kern zurück^ Wie wich- 
tig es sei, die Originale in ihrer Reinheit zu besitzen, und wie wirksam sie Jur das 
Studium sind| beweiseu Euclides und Archimedes. Euler und Lagrange sind 
in ihrer Art nicht weniger dassisch als jene. 

6. Ein wichtiges neues Werk ist; „M. ö. de Pont^coulant ihtlorie anali" 
tique du systhne du monde. PariSy chez Bacheiier^ 1829/' 2 Bände in 8. Einl. 18 S. 
Text 508 und 504 S. Wir können den ^weck, die Art des Werkes und sein Ver- 
hältnils zu der berühmten iff^caTiiji^ff Celeste nicht besser ausdrücken, als mit desVer- 
fassers eigenen Worten am Schlüsse dör £inleituhg. 

„Le diveloppement analytique des consSquences du principe de lapesahieür Uni» 
terstßt constitue lä thdorie du systime du monde; eÜe est prhent^e aVec detail dans 

^) Wie dieses Prinsip auf ungleicb förmig arbeitende Maschinen anzuwenden aeii hat Referent 
hl einem Project cn eioer Wasiersiulen - Matchioe geacigt, welches sich in den Archiven der Kdnig* 
Uchen Ober- fiaa- Deputation tu Her I in befindet« 
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la MScanique cileste de Ldplace^ qiton doit regarder comme le Trcdii d^Astronomit 




La th^orie du sysüme du monde peut Stre prhentie mainienant avec une clartd et un 
ensemhle qui lui avaient manqui jtisqUciy et qui permettent d^en saisir d^un retard iou^ 
tes les parties. Les m^thodes qu*eUe emploie ont suhi ces heureuses amiliorations que 
le iemps et Pexp^frience apporient ioujours dans IfS oeuvres des g^omhtres^ elles sont 
devenues plus simples en se ginirdlisant. Nous avons essayd de rtfunir en un mSme 
Corps d^ouvrage les nfullais de tänt d^uiiles iravaux; nous avons donnd aux ihdories 
assez de d^veloppemens pour en hannir touie ohscuritd^ et les exemples num^riques qim 
nous y avons ajoutis suffiront pour en rendre les applicaiions faciles* -LorsqiCune science^ 
apris avoir ^puis^ les efforis des plus puissans ginies^ semhle Stre enfin parvenue ä oe 
de^ri! d^^Uvation que leshornes de P int ellig ence humaine ne lui permettent pas defranchir^ 
il ne reste plus qu^un moyen d'^en hdter les progr^s , c^est d^en rendre les ahords moins 
pSnibles^ de suhstituer des mdthodes faciles aux methodes compliquies qu^on avait d*abord 
employ^es pour en risoudre les prohl}mes^ et de se rappeler enfin que^ dans les ouvrages des 
hommes comme dans ceux de la nature^ la simplicitd est un des attributs de la perfections*^ 
Das Werk ist unstreitig ein würdiges Unternehmen, und während wir statt der 
Meinung, die den "WoTten .^^Lorsqu^une science etc. . • • • pour en rtfsoudre les probli'» 
mes^^ zum Grunde zu liegen scheint, dals man erst dann, wenn die menschliche Ein- 
eicht nicht weiter vordringen zu können scheint, nothgedrungen an Vereinfachung des 
Vorhandenen denken müsse, vielmehr diejenige hegen^ dals die Vereinfachung gar nicht 
früh genug geschehen könne, und dafs sie fast nicht minder nützlich sei als weiteres 
Fortschreiten, weil sie dasselbe so überaus' mächtig zu fördern vermag, unterschreiben 
wir demgemäfs mit voller Überzeugung ^e auf die obigen folgenden Worte: „ef de 
se rappeler enfin que^ dans les ouvrages des hommes comme dans ceux de la nature^ 
la simpUcitd est un des attributs de la pefrfection!^ Möchten dieselben doch von Al- 
len, welche die Wissenschaften, und eine der edelsten unter ihnen, die Blathe- 
matik, cultiviren, stets beherzigt werden! Einfach klar und natürlich ist in ihr, 
wie das Iileinentare, so das Abstracteste und Verborgenste; einfach, klar und natür- 
lich waren die Gedanken der gröfsten Geometer, Euclides, Euler und Lagrange, 
einfach wie die grofsen Gesetze der Natur, wie das Gesetz der allgemeinen Schwere, 
nach welcliem das Weltall sich bewegt, und angemessen einfach war ihre Darstel- 
lungsweise. Nichts kann wohl die Fortschritte der Mathematik mehr hemmen, als 
trübe Dunkelheit. Gegentheils kann nichts kräftiger die weitere Entwicklung der Er- 
kenntnisse fördern, als Klarheit und natürliche Einfachheit. Möchte die Mathematik 
hald überall in das Licht der natürlichen Einfachheit gebracht werden, welches allein 
vennag die Wahrheit in ihrer Schönheit zu zeigen und ihre ferneren Wege zu be- 
leuchten. 

6. Von den Arbeiten des Herrn Foisson wollen wir folgender drei neuern, 
ihres berühmten Verfassers würdigen Memoiren erwähnen: 

Tddmoire sur Tequilibre des fluides. 

Memoire sur Vequilibre et le mouvement des corps ^lastiques. 

Memoire sur la proportion des naissances des filles et des gar^ons. 

Letzterer Gegenstaüd liefert den Stoff zu interessanten Aufgaben für die Wahr- 
scheinlichkeits -Rechnung. 

7. Die Annales des mathematiques von Gergonne, die Correspondance ma^ 
ihimaiique et physique von Ouetelet, die Wiener Zeilschrift für Mathematik und 
Fhysik, voo Baumgärtner und v. Ettinghausen, haben fernem erfreulichen Fort- 
gang. VouÖauchy Exercices des mathematiques sind wiederum mehrere neue Hefte, 
bis jetzt in allem 42 erschieneo. 
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